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XǐǆȂǼЖǝȠȓƷȝǦȂǼ ȏȓȂǅǶǐǻȖ ǣƷΗǐ ǅǐǐǼ ȖȝȠǌǦǐǌ ƷǼǌ ƷȏȏǶǦǐǌ ȝȂ ȖȂǶΗǐ ȏȓȂǅǶǐǻȖ ǦǼ ΗƷȓǦȂȠȖ Ʒȓৄ
ǐƷȖॶ ǦǼǆǶȠǌǦǼǝ ǦǼBƷȝǣॶ �ȂǻȏȠȝǐȓ ȖǆǦǐǼǆǐॶ ƷǼǌ �ǣǐǻǦȖȝȓΞॽ �Ƞǐ ȝȂ ȝǣǐ ǆǶȂȖǐ ȓǐǶƷȝǐǌǼǐȖȖ
ǅǐȝΘǐǐǼ ǆȂǶȂȓǦǼǝ ǝȓƷȏǣȖ ƷǼǌ ȓǐǆȂǼЖǝȠȓƷȝǦȂǼ ȏȓȂǅǶǐǻॶ ȝǣǐ ǆȂǼǼǐǆȝǦΗǦȝΞ ƷǼǌ ȖȝȓȠǆȝȠȓǐ Ȃǜ
ǆȂǶȂȓǦǼǝ ǝȓƷȏǣȖ ǝǦΗǐ ΗƷǶȠƷǅǶǐ ǦǼǜȂȓǻƷȝǦȂǼ ȝȂ Ʒ ȖȂǶȠȝǦȂǼ Ȗǐȝ Ȃǜ ȝǣǐ ǆȂȓȓǐȖȏȂǼǌǦǼǝ ȓǐǆȂǼЖǝȠৄ
ȓƷȝǦȂǼ ȏȓȂǅǶǐǻȖॽ /Ǽ ȝǣǦȖ ȏƷȏǐȓ Θǐ ΘǦǶǶ ǌǦȖǆȠȖȖ ࣣ−ǆȂǼǼǐǆȝǐǌǼǐȖȖ ƷǼǌ ǆȠȝৄΗǐȓȝǦǆǐȖ Ȃǜ ǆȂǶȂȓǦǼǝ
ǝȓƷȏǣȖॶ ƷǼǌ ǜȂȓǅǦǌǌǐǼ ȖȝȓȠǆȝȠȓǐȖ ȂǼ Ʒ ǆȂǶȂȓǦǼǝ ǝȓƷȏǣ ΘǦȝǣ ǆȠȝৄΗǐȓȝǦǆǐȖॽ
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ऀ



1
/ǼȝȓȂǌȠǆȝǦȂǼ

UȓȂȏǐȓ ǆȂǶȂȓǦǼǝȖ Ȃǜ ǝȓƷȏǣȖ Ʒȓǐ ȖȝȠǌǦǐǌ ǦǼ ǻƷǼΞ ǆȂǼȝǐΝȝȖ ǦǼ ǻƷȝǣǐǻƷȝǦǆȖ ƷǼǌ ǆȂǻȏȠȝǐȓ ȖǆǦৄ

ǐǼǆǐॶ ǦǼǆǶȠǌǦǼǝ ǦǼ ǝǐȂǻǐȝȓΞईॶ ǶǦǼǐƷȓ ȏȓȂǝȓƷǻǻǦǼǝऄॶ ǆȂǼȖȝȓƷǦǼȝ ȖƷȝǦȖǜƷǆȝǦȂǼ ȏȓȂǅǶǐǻआॶ ƷǼǌ

ȂȝǣǐȓȖॽ � ȏȓȂȏǐȓ ȓ−ǆȂǶȂȓǦǼǝ Ȃǜ Ʒ ǝȓƷȏǣ% ǦȖ ƷǼ ƷȖȖǦǝǼǻǐǼȝ Ȃǜ ȓ ǆȂǶȂȓȖ ȝȂ ƷǶǶ ΗǐȓȝǦǆǐȖ Ȃǜ%

ȖȠǆǣ ȝǣƷȝ ǼȂ ǼǐǦǝǣǅȂȓǦǼǝ ΗǐȓȝǦǆǐȖ Ȃǜ% ȖǣƷȓǐ ȝǣǐ ȖƷǻǐ ǆȂǶȂȓॽ HǼ ȝǣǐ Ȃȝǣǐȓ ǣƷǼǌॶ Ʒ ȏȓȂȏǐȓ

ȓ−ǆȂǶȂȓǦǼǝ ǝȓƷȏǣ �ȓ(%) Ȃǜ ȝǣǐ ǅƷȖǐ ǝȓƷȏǣ% ǦȖ Ʒ ǝȓƷȏǣ Ȃǜ ƷǶǶ ȖȠǆǣ ȏȓȂȏǐȓ ȓ−ǆȂǶȂȓǦǼǝȖॽ

ँ



�Ʒǆǣ ΗǐȓȝǐΝ Ȃǜ �ȓ(%) ǦȖ Ʒ ȏȓȂȏǐȓ ȓ−ǆȂǶȂȓǦǼǝ Ȃǜ%ॶ ΘǣǦǶǐ ǐƷǆǣ ǐǌǝǐ ǅǐȝΘǐǐǼ ȝΘȂ ΗǐȓȝǦǆǐȖ Ȃǜ

�ȓ(%) ȖȠǝǝǐȖȝȖ ȝǣǐ ȝΘȂ ǆȂǶȂȓǦǼǝ ǌǦЍǐȓ ǅΞ ȝǣǐ ǆȂǶȂȓ Ȃǜ ǐΝƷǆȝǶΞ ȂǼǐ ΗǐȓȝǐΝ Ȃǜ%

� ǆȂǶȂȓǦǼǝ ǝȓƷȏǣ Ȃǜ Ʒ ǅƷȖǐ ǝȓƷȏǣ ǆƷǼ ǅǐ ΗǦǐΘǐǌ ƷȖ Ʒ ȓǐǆȂǼЖǝȠȓƷȝǦȂǼ ǝȓƷȏǣ Ȃǜ Ʒ ǝǦΗǐǼ

ȏȓȂǅǶǐǻॽ XǐǆȂǼЖǝȠȓƷȝǦȂǼ ȏȓȂǅǶǐǻȖ ǣƷȖ ǅǐǐǼ ȖȝȠǌǦǐǌ ǦǼ ΗƷȓǦȂȠȖ ƷȓǐƷȖॶ ǦǼǆǶȠǌǦǼǝ ǦǼ ǆȂǻৄ

ȏȠȝǐȓ ȖǆǦǐǼǆǐॶ ǻƷȝǣǐǻƷȝǦǆȖॶ ƷǼǌ ȏǣΞȖǦǆȖंॶ ƷǼǌ ȖȠǆǣ ȏȓȂǅǶǐǻȖ ǦǼǆǶȠǌǐ ȏȓȂǅǶǐǻȖ Ȃǜ ΗǐȓȝǐΝ

ǆȂΗǐȓॶ ǆǶǦȒȠǐॶ ǦǼǌǐȏǐǼǌǐǼȝ Ȗǐȝॶ ǻƷȝǆǣǦǼǝ ȏȓȂǅǶǐǻॶ ȏȂΘǐȓ ȖȠȏȏǶΞॶ ǐȝǆॽइ XǐǆȂǼЖǝȠȓƷȝǦȂǼ

ȏȓȂǅǶǐǻȖ ƷȓǦȖǐ ǐΗǐȓΞ ȝǦǻǐȖ ȝǣǐȓǐ ǦȖ Ʒ ȖȝǐȏৄǅΞৄȖȝǐȏ ȝȓƷǼȖǦȝǦȂǼ ǅǐȝΘǐǐǼ ȝΘȂ ȖȂǶȠȝǦȂǼȖ ǦǼ ȝǣǐ

ȖȂǶȠȝǦȂǼ Ȗǐȝ ȝȂ ȝǣǐ ǝǦΗǐǼ ȏȓȂǅǶǐǻइॽ %ǦΗǐǼ ЖǼǌǦǼǝ Ʒ ȏȓȂȏǐȓ ȓৄǆȂǶȂȓǦǼǝ Ȃǜ% ƷȖ Ʒ ȓǐǆȂǼЖǝȠȓƷৄ

ȝǦȂǼ ȏȓȂǅǶǐǻॶ Θǐ ǆƷǼ ΗǦǐΘ ȝǣǐ ǆȂǶȂȓǦǼǝ ǝȓƷȏǣ �ȓ(%) ƷȖ ȝǣǐ ǆȂȓȓǐȖȏȂǼǌǦǼǝ ȓǐǆȂǼЖǝȠȓƷȝǦȂǼ

ǝȓƷȏǣॽ �Ʒǆǣ ȏȓȂȏǐȓ ȓ−ǆȂǶȂȓǦǼǝॶ Ȃȓ Ʒ ΗǐȓȝǐΝ Ȃǜ �ȓ(%)ॶ ǦȖ Ʒ ȖȂǶȠȝǦȂǼॶ ƷǼǌ ǐƷǆǣ ǐǌǝǐ Ȃǜ �ȓ(%)

ǦȖ Ʒ ȂǼǐৄȖȝǐȏ ȝȓƷǼȖǦȝǦȂǼ ǅǐȝΘǐǐǼ ȝΘȂ ȖȂǶȠȝǦȂǼȖॽ /ȝ ǜȂǶǶȂΘȖ ȝǣƷȝ ȝǣǐ ǆȂǼǼǐǆȝǦΗǦȝΞ Ȃǜ �ȓ(%)

ǦȖ ȖȠǝǝǐȖȝǦΗǐ Ȃǜ ȝǣǐ ЙǐΝǦǅǦǶǦȝΞ Ȃǜ ȝȓƷΗǐȓȖǦǼǝ ȝǣǐ ȖȂǶȠȝǦȂǼ Ȗǐȝॽ bǣǐ ǆȂǼǼǐǆȝǦΗǦȝΞ Ȃǜ ȝǣǐ ƷǅȂΗǐ

ȓǐǆȂǼЖǝȠȓƷȝǦȂǼ ǝȓƷȏǣ ǣƷȖ ǅǐǐǼ Ȃǜ ǦǼȝǐȓǐȖȝ ǦǼ ȝǣǐ ЖǐǶǌȖ Ȃǜ ǆǣǐǻǦȖȝȓΞ ƷǼǌ ǴǼȂȝ ȝǣǐȂȓΞंॽ

�ǐȓǐǆǐǌƷॶ ,ǐȠΗǐǶॶ ƷǼǌ :ȂǣǼȖȂǼ ǐΝȏǶȂȓǐǌ ȝǣǐ ȓǐǶƷȝǦȂǼȖǣǦȏ ǅǐȝΘǐǐǼ ȝǣǐ ǆǣȓȂǻƷȝǦǆ ǼȠǻৄ

ǅǐȓ Ȃǜ Ʒ ǅƷȖǐ ǝȓƷȏǣ ƷǼǌ ȝǣǐ ǆȂǼǼǐǆȝǦΗǦȝΞ Ȃǜ ǦȝȖ ǆȂȓȓǐȖȏȂǼǌǦǼǝ ǆȂǶȂȓǦǼǝ ǝȓƷȏǣअॶ ƷǼǌ ǶƷȝǐȓ

�ǣƷǴȝƷ ǐȝ ƷǶॽ ΘǐǼȝ ǜȠȓȝǣǐȓ ȝȂ ȖȝȠǌΞ ȝǣǐ ǅǦৄǆȂǼǼǐǆȝǦΗǦȝΞ Ȃǜ ȝǣǐ ǆȂǶȂȓǦǼǝ ǝȓƷȏǣःॽ �Ȗ Ʒ ǌǦЍǐȓৄ

ǐǼȝ ȏǐȓȖȏǐǆȝǦΗǐ ǜȂȓ ȠǼǌǐȓȖȝƷǼǌǦǼǝ ǆȂǶȂȓǦǼǝ ǝȓƷȏǣȖ ǅǐȝȝǐȓॶ �ǐǦǐȓ ǐȝ ƷǶॽ ǻƷǌǐ Ʒ ǆǶƷȖȖǦЖǆƷȝǦȂǼ

Ȃǜ ǝȓƷȏǣȖ ȝǣƷȝ Ʒȓǐ ȏȂȖȖǦǅǶǐ ȝȂ ǅǐǆȂǻǐ ǆȂǶȂȓǦǼǝ ǝȓƷȏǣȖॶ ƷǼǌ ǜȂȓǅǦǌǌǐǼ ǦǼǌȠǆǐǌ ȖȠǅǝȓƷȏǣȖ

Ȃǜ ǆȂǶȂȓǦǼǝ ǝȓƷȏǣȖंॶ ƷǼǌ ƷȖ ƷǼ ǐΝȏƷǼȖǦȂǼ Ȃǜ ȝǣƷȝॶ �ǶΗƷȓƷǌȂ ǐȝ ƷǶॽॶ ǆȂǼȖȝȓȠǆȝǐǌ ȖȝȓȠǆȝȠȓǐȖ Ȃǜ

ǜȂȓǅǦǌǌǐǼ ǻǦǼǦǻƷǶ ǦǼǌȠǆǐǌ ȖȠǅǝȓƷȏǣȖ ǜȂȓ ǆȂǶȂȓǦǼǝ ǝȓƷȏǣȖऀॽ

�ǶȝǣȂȠǝǣ ȝǣǐ ǆȂǶȂȓǦǼǝ ǝȓƷȏǣ ǦȖ ȠȖǐǜȠǶॶ ȝǣǐȓǐ Ʒȓǐ ǻƷǼΞ ǆǣƷǶǶǐǼǝǐȖ Θǐ ǜƷǆǐ ǦǼ ȖȝȠǌΞǦǼǝ ȝǣǦȖ

ȂǅǱǐǆȝॽ $ǦȓȖȝ Ȃǜ ƷǶǶॶ ȝǣǐ ǼȠǻǅǐȓ Ȃǜ ȏȓȂȏǐȓ ǴৄǆȂǶȂȓǦǼǝȖ ǜȂȓ Ʒ ǝǦΗǐǼ ǝȓƷȏǣ% ǆƷǼ ǅǐ ΗǐȓΞ ǶƷȓǝǐ

ǆȂǻȏƷȓǐǌ ȝȂ ȝǣǐ ǼȠǻǅǐȓ Ȃǜ ΗǐȓȝǦǆǐȖ Ȃǜ%ॽ bǣǐ ǌǦȓǐǆȝ ȓǐȖȠǶȝ Ȃǜ ȝǣǐ ǶƷȓǝǐ ǼȠǻǅǐȓ Ȃǜ ǆȂǶȂȓǦǼǝȖ

ं



ǦȖ Ʒ ǆȂǶȂȓǦǼǝ ǝȓƷȏǣ ΘǦȝǣ ƷǼ ǐΝȏȂǼǐǼȝǦƷǶǶΞ ǶƷȓǝǐ ǼȠǻǅǐȓ Ȃǜ ΗǐȓȝǦǆǐȖ ƷǼǌ ǐǌǝǐȖॽ �ǐǦǼǝ ƷǅǶǐ

ȝȂ ǝǐȝ Ʒ ǆȂǻȏǶǐȝǐǌ ǆȂǶȂȓǦǼǝ ǝȓƷȏǣ ǦȖ ǌǐȖǦȓƷǅǶǐॶ ƷȖ Θǐ ΘȂȠǶǌ ǣƷΗǐ ȝǣǐ ƷǅǦǶǦȝΞ Ȃǜ ȖȝȠǌΞǦǼǝ ȝǣǐ

ǆȂǼǼǐǆȝǦΗǦȝΞ Ȃǜ ȝǣǐ ǆȂǶȂȓǦǼǝ ǝȓƷȏǣ ǅȂȝǣ ǶȂǆƷǶǶΞ ƷǼǌ ǝǶȂǅƷǶǶΞॽ ,ȂΘǐΗǐȓॶ Ǧȝ ǆƷǼ ǅǐ ȓǐƷǶǦȖȝǦǆƷǶǶΞ

ǦǻȏȂȖȖǦǅǶǐ ȝȂ ǌȓƷΘ Ʒ ǆȂǻȏǶǐȝǐǌ ǆȂǶȂȓǦǼǝ ǝȓƷȏǣ ǜȂȓ Ʒ ǐΗǐǼ ǻȂǌǐȓƷȝǐǶΞ ȖǦΣǐǌ ǅƷȖǐ ǝȓƷȏǣॽ �Ȗ

ȖȠǆǣ Ʒ ȝƷȖǴ ǦȖ ȓǐƷǶǦȖȝǦǆƷǶǶΞ ƷǶǻȂȖȝ ǦǻȏȂȖȖǦǅǶǐ ȝȂ ƷǆǣǦǐΗǐॶ ȝǣǐ Ǽǐǐǌ Ȃǜ ǅȂȓȓȂΘǦǼǝ ȝǣǐ ȏȂΘǐȓ Ȃǜ

ȏȓȂǝȓƷǻǻǦǼǝ ȝȂȂǶȖ ƷȓȂȖǐॽ yǐȝ ǐΗǐǼ ΘǦȝǣ ȏȓȂǝȓƷǻǻǦǼǝॶ ȝǣǐ ǆǣƷǶǶǐǼǝǐȖ ȖȝǦǶǶ ȖȝƷΞॽ bǣǐ ǶƷȓǝǐ

ǼȠǻǅǐȓ Ȃǜ ΗǐȓȝǦǆǐȖ ƷǼǌ ǐǌǝǐȖ ǆȂȠǶǌ ȏȠȝ ȏȓǐȖȖȠȓǐ ȂǼ ȝǣǐ ǆȂǻȏȠȝǐȓॶ ƷǼǌ Ǧȝ ΘƷȖǼ৚ȝ ΗǐȓΞ ǣƷȓǌ

ȝȂ ȓȠǼ ȂȠȝ Ȃǜ ǻǐǻȂȓΞ Ȃȓ ȝǦǻǐ ǌȠȓǦǼǝ ǝȓƷȏǣ ǝǐǼǐȓƷȝǦȂǼ Ȃȓ ǐΝȏǶȂȓƷȝǦȂǼ ǦǼ ȂȠȓ ȝǐȖȝȖॽ ,ǐǼǆǐॶ

ȝǣǐ ǌƷȝƷ ȖȝȓȠǆȝȠȓǐȖ ƷǼǌ ƷǶǝȂȓǦȝǣǻ ǦǻȏǶǐǻǐǼȝƷȝǦȂǼȖ ȠȖǐǌ Ǽǐǐǌ ȝȂ ǅǐ ǆȂǼȖǦǌǐȓǐǌ ΘǦȝǣ ǝȓǐƷȝ

ǆƷȓǐॽ

sǐ ΘǦǶǶ ȖȝƷȓȝ ȝȂ ǌǦȖǆȠȖȖ ǻȂȓǐ ǌǐȝƷǦǶȖ ƷǅȂȠȝ ȂȠȓ ΘȂȓǴ ǦǼ ȝǣǐ ǼǐΝȝ ǜǐΘ ǆǣƷȏȝǐȓȖॽ sǐ৚ǶǶ ǦǼȝȓȂৄ

ǌȠǆǐ ȝǣǐ ȓǐǶǐΗƷǼȝ ǌǐЖǼǦȝǦȂǼȖॶ ƷǶǝȂȓǦȝǣǻ ƷǼǌ ǶǐǻǻƷ ǦǼ ȝǣǐ ȏȓǐǶǦǻǦǼƷȓǦǐȖ ǆǣƷȏȝǐȓॶ ƷǼǌ ȝǣǐǼ

ȏȓȂǆǐǐǌ ȝȂ ǦǼȝȓȂǌȠǆǐ ȝǣǐ ЖȓȖȝ ǆȂǼǱǐǆȝȠȓǐ Θǐ ǣƷǌॶ ƷȖ ΘǐǶǶ ƷȖ ȝǣǐ ȏȓȂǝȓƷǻ Θǐ ǅȠǦǶȝ ȝȂ ƷȖȖǦȖȝ

ȂȠȓ ΘȂȓǴॽ /Ǽ ǆǣƷȏȝǐȓ ं Θǐ৚ǶǶ ǝǦΗǐ Ʒ ǌǐȝƷǦǶǐǌ ǐΝȏǶƷǼƷȝǦȂǼ Ȃǜ ȝǣǐ bƷȓǱƷǼ৚Ȗ ƷǶǝȂȓǦȝǣǻॶ Ʒ ǆȂȓǐ

ƷǶǝȂȓǦȝǣǻ Θǐ ȠȖǐǌ ǦǼ ȂȠȓ ȏȓȂǝȓƷǻॽ /Ǽ ȝǣǐ ǜȂǶǶȂΘǦǼǝ ǆǣƷȏȝǐȓ ः Θǐ ΘǦǶǶ ȏȓǐȖǐǼȝ ȝǣǐ ǆȂȠǼৄ

ȝǐȓǐΝƷǻȏǶǐ Θǐ ǜȂȠǼǌ ƷǝƷǦǼȖȝ ȂȠȓ ǦǼǦȝǦƷǶ ǆȂǼǱǐǆȝȠȓǐॶ Ʒǜȝǐȓ ΘǣǦǆǣ Θǐ ȖǶǦǝǣȝǶΞ ȖΘǦȝǆǣǐǌ ȝǣǐ

ǌǦȓǐǆȝǦȂǼ ȝȂ ȖȝȠǌΞ ȝǣǐ ǜȂȓǅǦǌǌǐǼ ȖȝȓȠǆȝȠȓǐȖ ǦǼ Ʒ ǆȂǶȂȓǦǼǝ ǝȓƷȏǣ ΘǦȝǣ ǆȠȝৄΗǐȓȝǦǆǐȖॽ /Ǽ ǆǣƷȏȝǐȓ

ऄ Θǐ ΘǦǶǶ ǝǦΗǐ ȝΘȂ ȏȓȂȂǜȖ ƷǅȂȠȝ ȝǣǐ ǼȂǼǐΝǦȖȝǐǼǆǐ Ȃǜ ȖǻƷǶǶ Ȃǌǌ ǆΞǆǶǐȖ ǆȂǼȝƷǦǼǦǼǝ Ʒ ǆȠȝৄΗǐȓȝǐΝ

ǦǼ Ʒ ȏȂǶΞȏॽ =ƷȖȝǶΞॶ Θǐ ΘǦǶǶ ȝƷǶǴ ƷǅȂȠȝ ΘǣƷȝ ȝǣǐ ǌǦȓǐǆȝǦȂǼȖ Θǐ ǆƷǼ ȝƷǴǐ ǜȓȂǻ ȝǣǐ ȓǐȖȠǶȝȖ Θǐ

ǣƷΗǐ Ʒȝ ǆȠȓȓǐǼȝ ȖȝƷǝǐॽ

ः



2
UȓǐǶǦǻǦǼƷȓǦǐȖ

sǐ ǅǐǝǦǼ ǅΞ ǜȂȓǻƷǶǦΣǦǼǝ ȖȂǻǐ Ȃǜ ȝǣǐ ǆȂǼǆǐȏȝȖ Θǐ ΘǦǶǶ ǅǐ ǌǦȖǆȠȖȖǦǼǝ ǜȂȓ ȝǣǐ ȓǐǻƷǦǼǦǼǝ Ȃǜ

ȝǣǐ ȏƷȏǐȓॽ

ऄ



ँ৷ऀ %ԏҷԌӟ ҷӹӋ %ԏҷԌӟ �ԀӲԀԏӢӹӚ

�ǐЖǼǦȝǦȂǼ ँॽऀॽऀॽ � ǝȓƷȏǣ% ǦȖ Ʒ ȏƷǦȓ% = (q,�)ॶ Θǣǐȓǐq ǦȖ Ʒ Ȗǐȝ Ȃǜ ΗǐȓȝǦǆǐȖॶ ƷǼǌ � ǦȖ Ʒ Ȗǐȝ

Ȃǜ ǐǌǝǐȖॽ $Ȃȓ ǐƷǆǣ ǐǌǝǐ ǯ ∈ �ॶ ǯ = (ȿ, ͝), ȿ, ͝ ∈ qॽ

�ǐЖǼǦȝǦȂǼ ँॽऀॽँॽ � ȏȓȂȏǐȓ ǴৄǆȂǶȂȓǦǼǝ Ȃǜ Ʒ ǝȓƷȏǣ% ǦȖ ƷǼ ƷȖȖǦǝǼǻǐǼȝ Ȃǜ ȓ ǆȂǶȂȓȖ ȝȂ ƷǶǶ Ηǐȓৄ

ȝǦǆǐȖ Ȃǜ%ॶ ȖȠǆǣ ȝǣƷȝ ǼȂ ǼǐǦǝǣǅȂȓǦǼǝ ΗǐȓȝǦǆǐȖ ǦǼ% Ʒȓǐ ƷȖȖǦǝǼǐǌ ȝǣǐ ȖƷǻǐ ǆȂǶȂȓॽ

�ǐЖǼǦȝǦȂǼ ँॽऀॽंॽ � ǆǣȓȂǻƷȝǦǆ ǼȠǻǅǐȓ Ȃǜ Ʒ ǝȓƷȏǣ%ॶ ݃(%)ॶ ǦȖ ȝǣǐ ǻǦǼǦǻȠǻ ǼȠǻǅǐȓ Ȃǜ

ǆȂǶȂȓȖ ǼǐǆǐȖȖƷȓΞ ȝȂ ǣƷΗǐ Ʒ ȏȓȂȏǐȓ ǆȂǶȂȓǦǼǝ Ȃǜ%ॽ

� �

Figure 2.1: a simple graph G

bǣǐ ƷǅȂΗǐ $ǦǝȠȓǐ ࣣ.࣢ ǦȖ Ʒ ȖǦǻȏǶǐ ǝȓƷȏǣ%ΘǦȝǣ ࣣ ΗǐȓȝǦǆǐȖ ƷǼǌ ࣢ ǐǌǝǐॽ sǐ ǆƷǼ ƷȖȖǦǝǼ ǆȂǶȂȓ

ǥ࣡ ȝȂ �ॶ ǥ࣢ ȝȂ �ॶ ΘǣǦǆǣ ǦȖ Ʒ ȏȓȂȏǐȓ ࣣ−ǆȂǶȂȓǦǼǝ Ȃǜ%ॽ �ǶȖȂॶ ȖǦǼǆǐ ȝǣǐȓǐ ǦȖ ǼȂ ΘƷΞ ȝȂ ǆȂǶȂȓ%

ΘǦȝǣ ȂǼǶΞ ȂǼǐ ǆȂǶȂȓॶ ȝǣǐ ǆǣȓȂǻƷȝǦǆ ǼȠǻǅǐȓ Ȃǜ% ǦȖ ࣣॽ HǼǐ ǜƷǻȂȠȖ ȓǐȖȠǶȝ Ȃǜ ȝǣǐ ࣥ−ǆȂǶȂȓ

ǻƷȏ ȝǣǐȂȓǐǻ ȖȝƷȝǐȖ ƷǶǶ ȏǶƷǼƷȓ ǝȓƷȏǣ Ʒȓǐ ࣥ−ǆȂǶȂȓƷǅǶǐॽँ

ँ৷ँ �ԀӹӹӏӅԚӢԪӢԚԮ ҷӹӋ �ԞԚ৳ԪӏԏԚӢӅӏԓ

�ǼȂȝǣǐȓ ǦǻȏȂȓȝƷǼȝ ǜȂǆȠȖ Ȃǜ ȂȠȓ ȖȝȠǌΞ ǦȖ ȝǣǐ ǆȂǼǼǐǆȝǦΗǦȝΞ Ȃǜ ǆȂǶȂȓǦǼǝ ǝȓƷȏǣȖ ƷȖ ǻǐǼȝǦȂǼǐǌ

ǦǼ ȝǣǐ ЖȓȖȝ ȖǐǆȝǦȂǼॽ /Ǽ Ȃȓǌǐȓ ȝȂ ȝƷǴǐ Ʒ ǆǶȂȖǐȓ ǶȂȂǴॶ Ƕǐȝ৚Ȗ ȠǼǌǐȓȖȝƷǼǌ ǆȂǼǼǐǆȝǦΗǦȝΞ ǦǼ Ʒ ǻȂȓǐ

ǜȂȓǻƷǶ ǻƷǼǼǐȓॽ

अ



�ǐЖǼǦȝǦȂǼ ँॽँॽऀॽ � ǝȓƷȏǣ% ǦȖ ǆȂǼǼǐǆȝǐǌॶ Ȃȓ ऀৄǆȂǼǼǐǆȝǐǌ Ǧǜ ȝǣǐȓǐ ǐΝǦȖȝȖ Ʒȝ ǶǐƷȖȝ ȂǼǐ ȏƷȝǣ

ǅǐȝΘǐǐǼ ƷǼΞ ȝΘȂ ΗǐȓȝǦǆǐȖ ǦǼ%ॽ

�ǐЖǼǦȝǦȂǼ ँॽँॽँॽ �%ȓƷȏǣ% ǦȖ ँৄǆȂǼǼǐǆȝǐǌॶ Ȃȓ ǅǦৄǆȂǼǼǐǆȝǐǌ Ǧǜ Ʒǜȝǐȓ ȓǐǻȂΗǦǼǝ ƷǼΞ ȂǼǐ

ΗǐȓȝǐΝ ƷǼǌ ǦȝȖ ǦǼǆǦǌǐǼȝ ǐǌǝǐȖ ǜȓȂǻ%ॶ ȝǣǐ ȓǐǻƷǦǼǦǼǝ ǝȓƷȏǣ ǦȖ ȖȝǦǶǶ ǆȂǼǼǐǆȝǐǌॽ �ǶȝǐȓǼƷȝǦΗǐǶΞॶ

% ǦȖ ǅǦৄǆȂǼǼǐǆȝǐǌ Ǧǜ ȝǣǐȓǐ ǐΝǦȖȝ Ʒȝ ǶǐƷȖȝ ȝΘȂ ȏƷȝǣȖ ǅǐȝΘǐǐǼ ƷǼΞ ȝΘȂ ΗǐȓȝǦǆǐȖ ǦǼ%ॽ

�ǐЖǼǦȝǦȂǼ ँॽँॽंॽ � ǆȂǼǼǐǆȝǐǌ ǆȂǻȏȂǼǐǼȝ ǦǼ Ʒ ǝȓƷȏǣ% ǦȖ Ʒ ȖȠǅǝȓƷȏǣ, Ȃǜ%ॶ ȖȠǆǣ ȝǣƷȝ ƷǶǶ

ΗǐȓȝǦǆǐȖ ǦǼ, Ʒȓǐ ǆȂǼǼǐǆȝǐǌ ΘǦȝǣ ǐƷǆǣ Ȃȝǣǐȓ ȝǣȓȂȠǝǣ Ʒȝ ǶǐƷȖȝ ȂǼǐ ȏƷȝǣॶ ƷǼǌ ǼȂ ΗǐȓȝǦǆǐȖ ǦǼ,

ǦȖ ǆȂǼǼǐǆȝǐǌ ȝȂ ΗǐȓȝǐΝ ǦǼ% \,ॽ

CȂΘ ΘǦȝǣ ȝǣǐ ǌǐЖǼǦȝǦȂǼ Ȃǜ ǆȂǼǼǐǆȝǦΗǦȝΞ ǦǼ ǻǦǼǌॶ Θǐ ǆƷǼ ǦǼȝȓȂǌȠǆǐ ȝǣǐ ǆȂǼǆǐȏȝ Ȃǜ ǆȠȝৄ

Ȗǐȝ ƷǼǌ ǆȠȝৄΗǐȓȝǐΝॽ

�ǐЖǼǦȝǦȂǼ ँॽँॽःॽ � ΗǐȓȝǐΝ ǆȠȝৄȖǐȝ ǦǼ Ʒ ǝȓƷȏǣ% ǦȖ Ʒ Ȗǐȝ Ȃǜ ΗǐȓȝǦǆǐȖ Ȃǜ%ॶ ȝǣǐ ȓǐǻȂΗƷǶ Ȃǜ

ΘǣǦǆǣ ǦǼǆȓǐƷȖǐȖ ȝǣǐ ǼȠǻǅǐȓ Ȃǜ ǆȂǼǼǐǆȝǐǌ ǆȂǻȏȂǼǐǼȝȖ Ȃǜ%ॽ

�ǐЖǼǦȝǦȂǼ ँॽँॽऄॽ � ΗǐȓȝǐΝ ͝ ǦǼ Ʒ ǝȓƷȏǣ% ǦȖ Ʒ ǆȠȝৄΗǐȓȝǐΝॶ Ǧǜ ȓǐǻȂΗǦǼǝ ͝ ǆȓǐƷȝǐȖ ǻȂȓǐ ǆȂǼৄ

Ǽǐǆȝǐǌ ǆȂǻȏȂǼǐǼȝȖ ǦǼ%ॽ /Ǽ Ȃȝǣǐȓ ΘȂȓǌȖॶ ͝ ǦȖ Ʒ ǆȠȝ ΗǐȓȝǐΝ Ǧǜ Ǧȝ ǦȖ Ʒ ǆȠȝৄȖǐȝ Ȃǜ ȖǦΣǐ ࣢ॽ

/Ǽ ȝǣǐ ЖǝȠȓǐ ǅǐǶȂΘॶ (ǖ) ǦȖ Ʒ ँৄǆȂǼǼǐǆȝǐǌॶ Ȃȓ ǅǦৄǆȂǼǼǐǆȝǐǌ ǝȓƷȏǣॶ ƷȖ ȝǣǐ ǝȓƷȏǣ ȖȝƷΞȖ ǆȂǼৄ

Ǽǐǆȝǐǌ Ʒǜȝǐȓ ȓǐǻȂΗǦǼǝ ƷǼΞ ΗǐȓȝǐΝॽ HǼ ȝǣǐ Ȃȝǣǐȓ ǣƷǼǌॶ (Ǥ) ǦȖ Ʒ ǆȂǼǼǐǆȝǐǌ ǅȠȝ ǼȂȝ ँৄǆȂǼǼǐǆȝǐǌ

ǝȓƷȏǣॶ ƷȖ ȓǐǻȂΗǦǼǝ ΗǐȓȝǐΝ � ǌǦȖǆȂǼǼǐǆȝȖ ȝǣǐ ǝȓƷȏǣॽ � ǦȖ Ʒ ǆȠȝৄΗǐȓȝǐΝ ǦǼ ȝǣǦȖ ǝȓƷȏǣॽ
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(a) a 2-connected graph

� �
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(b) a connected but not 2-connected graph

Figure 2.2

�ǐЖǼǦȝǦȂǼ ँॽँॽअॽ � ǶȂǆƷǶ ǆȠȝ ΗǐȓȝǐΝॶ Ȃȓ Ʒ ȖǐǆȂǼǌৄǌǐǝȓǐǐ ǆȠȝ ΗǐȓȝǐΝ ǦȖ Ʒ ǻǐǻǅǐȓ Ȃǜ Ʒ ǆȠȝ Ȗǐȝ

Ȃǜ ȖǦΣǐ ࣣ ǅȠȝ ǼȂȝ Ʒ ǻǐǻǅǐȓ Ȃǜ ǆȠȝ Ȗǐȝ Ȃǜ ȖǦΣǐ ࣢ॽ

�ǐЖǼǦȝǦȂǼ ँॽँॽआॽ � Ǵȝǣ ǌǐǝȓǐǐ ǆȠȝ ΗǐȓȝǐΝॶ ǦȖ Ʒ ǻǐǻǅǐȓ Ȃǜ Ʒ ǆȠȝ Ȗǐȝ Ȃǜ ȖǦΣǐ ȓ ǅȠȝ ǼȂȝ Ʒ ǻǐǻৄ

ǅǐȓ Ȃǜ ǆȠȝ Ȗǐȝ Ȃǜ ȖǦΣǐ ȓ− ࣢ॽ

HǼǐ ǜȂǆȠȖ Ȃǜ ȂȠȓ ΘȂȓǴ ΘƷȖ ȂǼ ȝǣǐ ǆȂǼǼǐǆȝǦΗǦȝΞ Ȃǜ ǆȂǶȂȓǦǼǝ ǝȓƷȏǣȖॽ bȂ ǅǐ ƷǅǶǐ ȝȂ ǆȂǻৄ

ȏȠȝǐ ȝǣǐ ࣣ−ǆȂǼǼǐǆȝǐǌǼǐȖȖ Ȃǜ ǆȂǶȂȓǦǼǝ ǝȓƷȏǣȖॶ Θǐ ǅȠǦǶȝ Ƞȏ Ʒ ȏȓȂǝȓƷǻ ȝǣƷȝ ǦǻȏǶǐǻǐǼȝǐǌ Ʒ

ǻȂǌǦЖǐǌ ΗǐȓȖǦȂǼ Ȃǜ bƷȓǱƷǼ৚Ȗ ƷǶǝȂȓǦȝǣǻॶ ΘǣǦǆǣ ǆƷǼ ЖǼǌ ǆȠȝ ΗǐȓȝǦǆǐȖ Ȃǜ Ʒ ǝȓƷȏǣ ǐАǆǦǐǼȝǶΞॽ

bƷȓǱƷǼ৚Ȗ ƷǶǝȂȓǦȝǣǻ ǦȖ ǅƷȖǐǌ ȂǼ ǌǐȏȝǣ ЖȓȖȝ ȖǐƷȓǆǣॶ ΘǦȝǣ ȝǦǻǐ ƷǼǌ ȖȏƷǆǐ ǆȂǻȏǶǐΝǦȝΞ ǅǐǦǼǝ

H(|q|+ |�|)ॽ /ȝ ȝƷǴǐȖ ƷǼ ȠǼǌǦȓǐǆȝǐǌ ǝȓƷȏǣ% ƷȖ ǦǼȏȠȝॶ ƷǼǌ ȂȠȝȏȠȝȖ ȝǣǐ ǆȠȝৄΗǐȓȝǦǆǐȖ Ȃǜ%ॽ

ँ৷ं $ԞӹӋҷӸӏӹԚҷӲԓ Ԁә �ԀӲԀԏӢӹӚ %ԏҷԌӟԓ

sǐ ǣƷΗǐ ǦǼȝȓȂǌȠǆǐǌ ƷǶǶ ǼǐǆǐȖȖƷȓΞ ǆȂǼǆǐȏȝȖ ǜȂȓ ȝǣǦȖ ȏƷȏǐȓ ȓǐǶƷȝǐǌ ȝȂ ǆȂǶȂȓǦǼǝ ƷǼǌ ǆȂǼǼǐǆȝǦΗৄ

ǦȝΞॶ ƷǼǌ Ƕǐȝ ȠȖ ȖǣǦǜȝ ȂȠȓ ǜȂǆȠȖ ȝȂ ȝǣǐ ǌǐЖǼǦȝǦȂǼ Ȃǜ ǆȂǶȂȓǦǼǝ ǝȓƷȏǣॽ

�ǐЖǼǦȝǦȂǼ ँॽंॽऀॽ %ǦΗǐǼ Ʒ ǅƷȖǐ ǝȓƷȏǣ%ॶ ȝǣǐ ȓ ǆȂǶȂȓǦǼǝ ǝȓƷȏǣ �ȓ(%) Ȃǜ% ǦȖ Ʒ ǝȓƷȏǣ ΘǦȝǣ

ΗǐȓȝǐΝ Ȗǐȝq(�ȓ(%)) ƷǼǌ ǐǌǝǐ Ȗǐȝ �(�ȓ(%))Θǣǐȓǐ

इ



ॴ ȝǣǐ ΗǐȓȝǐΝ Ȗǐȝq(�ȓ(%)) ǦȖ ǆȂǻȏȂȖǐǌ Ȃǜ ƷǶǶ ȏȓȂȏǐȓ ȓ−ǆȂǶȂȓǦǼǝȖ Ȃǜ%

ॴ ȝǣǐ ǐǌǝǐ Ȗǐȝ �(�ȓ(%)) = {ǯ = ,ܭ) (ܮ | ∃ȿ ∈ q%∀͝ ∈ q%, (ȿ)ܭ ̸= (͝)ܮ ⇐⇒ ȿ =

͝}ॽ /Ǽ Ȃȝǣǐȓ ΘȂȓǌȖॶ ȝǣǐȓǐ ǦȖ ƷǼ ǐǌǝǐ ǅǐȝΘǐǐǼ ȝΘȂ ǆȂǶȂȓǦǼǝȖ ,ܭ ܮ Ǧǜ ܭ ƷǼǌ ܮ ȂǼǶΞ ǌǦЍǐȓ

Ʒȝ ȂǼǐ ΗǐȓȝǐΝॽ

sǦȝǣ ȝǣǐ ǌǐЖǼǦȝǦȂǼ Ȃǜ ǆȂǶȂȓǦǼǝ ǝȓƷȏǣ ǦǼ ǻǦǼǌॶ Θǐ ǆƷǼ ȓǐǶƷȝǐ ȝȂ ȝǣǐ ȏȓǐΗǦȂȠȖ ǌǦȖǆȠȖȖǐǌ

ǆȂǼǆǐȏȝȖ Ȃǜ ǆȠȝৄΗǐȓȝǐΝ ƷǼǌ ǆȂǼǼǐǆȝǦΗǦȝΞॶ ƷǼǌ ȠǼǌǐȓȖȝƷǼǌ ȝǣǐǻ ǦǼ ȓǐǝƷȓǌȖ ȝȂ ǆȂǶȂȓǦǼǝ ǝȓƷȏǣȖॽ

�ǐЖǼǦȝǦȂǼ ँॽंॽँॽ � ǴৄǆȠȝৄǆȂǶȂȓǦǼǝ Ȃǜ ȝǣǐ ǝȓƷȏǣ% ǦȖ Ʒ ǆȠȝ ΗǐȓȝǐΝ Ȃǜ �ȓ(%)ॽ

�ǐЖǼǦȝǦȂǼ ँॽंॽंॽ � ǅƷȖǐ ǝȓƷȏǣ% ǦȖ ǴৄǻǦΝǦǼǝ Ǧǜ ǦȝȖ ǆȂǶȂȓǦǼǝ ǝȓƷȏǣ �ȓ(%) ǦȖ ǆȂǼǼǐǆȝǐǌॽ

�ǐЖǼǦȝǦȂǼ ँॽंॽःॽ � ǅǶȂǆǴৄǆȠȝ ȝȓǐǐॶ Ȃȓ ƷǻǐȝƷǝȓƷȏǣ Ȃǜ Ʒ ǝȓƷȏǣ% ǦȖ Ʒ ȝȓǐǐ ǝǐǼǐȓƷȝǐǌ ǅΞ

ǌǐǆȂǻȏȂȖǦǼǝ% ǦǼȝȂ Ʒ ȝȓǐǐॽ �Ʒǆǣ ǼȂǌǐ Ȃǜ ȝǣǐ ȝȓǐǐ ǦȖ ǐǦȝǣǐȓ Ʒ ࣣ−ǆȂǼǼǐǆȝǐǌ ǆȂǻȏȂǼǐǼȝ Ȃǜ%ॶ

Ȃȓ Ʒ ǆȠȝৄΗǐȓȝǐΝॽ

ँ৷ः [ԚԏԞӅԚԞԏӏ Ԁә �ԀӲԀԏӢӹӚ %ԏҷԌӟԓ

[ǦǼǆǐ ǦǼ Ʒ ǶȂȝ Ȃǜ ǆƷȖǐȖॶ ȝǣǐ ǆȂǶȂȓǦǼǝ ǝȓƷȏǣ ǣƷΗǐ ǶƷȓǝǐ ΗǐȓȝǐΝ ƷǼǌ ǐǌǝǐ ȖǐȝȖॶ ƷǼǌ ǦǼ ȝȠȓǼ ƷǶȖȂ

ǻƷǼΞ ǆȂǼǼǐǆȝǐǌ ǆȂǻȏȂǼǐǼȝȖॽ BȂȓǐ ȝǣƷǼ ȂǜȝǐǼॶ ǜȂȓ Ʒ ǆȂǼǼǐǆȝǐǌ ǆȂǶȂȓǦǼǝ ǝȓƷȏǣॶ ȝǣǐ ǻǐȝƷৄ

ǝȓƷȏǣ Ȃǜ ȝǣǐ ǆȂǼǼǐǆȝǐǌ ǆȂǻȏȂǼǐǼȝȖ ǦȖ ȖΞǻǻǐȝȓǦǆॽ bǣǐ ǻǐȝƷǝȓƷȏǣ ǣƷȖ Ʒ ǆǐǼȝȓƷǶ ǆȂǻȏȂৄ

ǼǐǼȝॶ ǜȓȂǻ Θǣǐȓǐ ǻƷǼΞ ȖΞǻǻǐȝȓǦǆ ȂЍȖǣȂȂȝȖ ǅȓƷǼǆǣ ȂȠȝॽ sǐ ǌǐЖǼǐ ȝǣǐ ǆǐǼȝȓƷǶ ǆȂǻȏȂǼǐǼȝ

ƷȖ ȝǣǐ ǻȂȝǣǐȓȖǣǦȏॶ ƷǼǌ ȝǣǐ ȂЍȖǣȂȂȝȖ ƷȖ ȝǣǐ ȏȂǶΞȏȖॽ

=ǐȝ C ǅǐ ȝǣǐ Ȗǐȝ Ȃǜ ࣣ−ǆȂǼǼǐǆȝǐǌ ǆȂǻȏȂǼǐǼȝȖ ǦǼ Ʒ ǆȂǶȂȓǦǼǝ ǝȓƷȏǣ �ȓ(%)ॶ Θǣǐȓǐ% ǦȖ ȝǣǐ

ǅƷȖǐ ǝȓƷȏǣ ΘǦȝǣ ț ΗǐȓȝǦǆǐȖॽ

�ǐЖǼǦȝǦȂǼ ँॽःॽऀॽ � ȖǻƷǶǶ ǻȂȝǣǐȓȖǣǦȏB ∈ C ǦȖ ȝǣǐ ǻƷΝǦǻȠǻ ࣣ−ǆȂǼǼǐǆȝǐǌ ǆȂǻȏȂǼǐǼȝ

ǦǼ C ȖȠǆǣ ȝǣƷȝ ǜȂȓ ƷǶǶ ǆȂǶȂȓ ȏǐȓǻȠȝƷȝǦȂǼȖ ܿ ∈ [țॶ ƷǼǌ ǜȂȓ ƷǶǶ ǆȂǶȂȓǦǼǝȖ ∈ qBॶ ܿ(ǥ) ∈ qBॽ

ई



�ǐЖǼǦȝǦȂǼ ँॽःॽँॽ � ǶƷȓǝǐ ǻȂȝǣǐȓȖǣǦȏ = ∈ C ǦȖ Ʒ ࣣ−ǆȂǼǼǐǆȝǐǌ ǆȂǻȏȂǼǐǼȝ ǦǼ C ȖȠǆǣ ȝǣƷȝ

ȝǣǐȓǐ ǐΝǦȖȝȖ Ʒ ǆȂǶȂȓ ȏǐȓǻȠȝƷȝǦȂǼ ܿ ∈ [țॶ ȖȠǆǣ ȝǣƷȝ ǜȂȓ ƷǶǶ ǆȂǶȂȓǦǼǝȖ ∈ q=ॶ ܿ(ǥ) ∈ q=ॽ

�ǐЖǼǦȝǦȂǼ ँॽःॽंॽ � ȏȂǶΞȏ U ∈ C ǦȖ Ʒ ࣣ−ǆȂǼǼǐǆȝǐǌ ǆȂǻȏȂǼǐǼȝ ȝǣƷȝ ǦȖ ǼȂȝ ȝǣǐ ǻȂȝǣǐȓȖǣǦȏॽ

�ǼȂȝǣǐȓ ǌǦЍǐȓǐǼȝǦƷȝǦȂǼ ǦǻȏȂȓȝƷǼȝ ȝȂ ǻƷǴǐ ǦȖ ǅǐȝΘǐǐǼ Ʒ ΗǐȓȝǐΝ ȝǣƷȝ ǆƷǼǼȂȝ ǆǣƷǼǝǐ ǆȂǶȂȓ

ǦǼ ȝǣǐ ǅƷȖǐ ǝȓƷȏǣ ƷǼǌ Ʒ ǆȂǶȂȓǦǼǝ ΗǐȓȝǐΝ ǦǼ ȝǣǐ ǆȂǶȂȓǦǼǝ ǝȓƷȏǣ Θǣǐȓǐ ȝǣǐ ǆȂǶȂȓǦǼǝ ƷȖȖǦǝǼǻǐǼȝ

ȝȂ ƷǶǶ ǅƷȖǐ ǝȓƷȏǣ ΗǐȓȝǦǆǐȖ ǦȖ ЖΝǐǌॽ sǐ ǦǼȝȓȂǌȠǆǐ ȝǣǐ ǆȂǼǆǐȏȝȖ Ȃǜ Ʒ ǶȂǆǴǐǌ ΗǐȓȝǐΝ ƷǼǌ Ʒ ǜȓȂΣǐǼ

ǆȂǶȂȓǦǼǝॽ

�ǐЖǼǦȝǦȂǼ ँॽःॽःॽ � ΗǐȓȝǐΝ ͝ ǦǼ Ʒ ǅƷȖǐ ǝȓƷȏǣ% ǦȖ ǶȂǆǴǐǌ Ǧǜॶ ǜȂȓ ƷǶǶ ǆȂǶȂȓǦǼǝȖ ,ܭ ܮ ∈ �ॶ Θǣǐȓǐ

� ǦȖ Ʒ ǅǦৄǆȂǼǼǐǆȝǐǌ ǆȂǻȏȂǼǐǼȝ Ȃǜ ȝǣǐ ǆȂǶȂȓǦǼǝ ǝȓƷȏǣ �ȓ(%)ॶ (͝)ܭ = ॽ(͝)ܮ

�ǐЖǼǦȝǦȂǼ ँॽःॽऄॽ %ǦΗǐǼ Ʒ ǅƷȖǐ ǝȓƷȏǣ%ॶ Ʒ ȓ−ǆȂǶȂȓǦǼǝ Ȃǜ% ܭ ǦȖ Ʒ ǜȓȂΣǐǼ ǆȂǶȂȓǦǼǝ Ǧǜ ǼȂǼǐ

Ȃǜ ȝǣǐ ΗǐȓȝǦǆǐȖ ǦǼ% ǆƷǼ ǆǣƷǼǝǐ ǆȂǶȂȓ ǜȓȂǻ ȝǣǐ ƷȖȖǦǝǼǻǐǼȝ Ȃǜ ॽ(%)ܭ /Ǽ ȝǣǐ ǆȂǶȂȓǦǼǝ ǝȓƷȏǣ

�ȓ(%)ॶ ܭ ∈ q�ȓ(%) ǣƷȖ ǼȂ ǦǼǆǦǌǐǼȝ ǐǌǝǐॽ

�ǼȂȝǣǐȓ ǜȂǆȠȖ Ȃǜ ȂȠȓ ΘȂȓǴ ΘƷȖ ȂǼ ǐΝȏǶȂȓǦǼǝ ȝǣǐ ȖȝȓȠǆȝȠȓǐ Ȃǜ ǆȂǶȂȓǦǼǝ ǝȓƷȏǣȖॽ [ȏǐǆǦǜৄ

ǦǆƷǶǶΞॶ Θǐ Θǐȓǐ ΘȂȓǴǦǼǝ ȝȂΘƷȓǌȖ ЖǼǌǦǼǝ ƷǼǌ ǆǶƷȖȖǦǜΞǦǼǝ ǜȂȓǅǦǌǌǐǼ ȖȝȓȠǆȝȠȓǐȖ Ȃǜ ǆȂǶȂȓǦǼǝ

ǝȓƷȏǣȖॽ /Ǽ ǆǣƷȏȝǐȓ ऄ Θǐ ΘǦǶǶ ȖǣȂΘ ࣣ ȏȓȂȂǜȖ ƷǅȂȠȝ ȝǣǐ ǼȂǼৄǐΝǦȖȝǐǼǆǐ Ȃǜ ȖǻƷǶǶ ȂǌǌৄǆΞǆǶǐȖ ǆȂǼৄ

ȝƷǦǼǦǼǝ Ʒ ǆȠȝৄΗǐȓȝǐΝ ǦǼ ȝǣǐ ǆȂǶȂȓǦǼǝ ǝȓƷȏǣॽ bǣǐ ȏȓȂȂǜȖ ȠȖǐǌ Ʒ ȏȓǐΗǦȂȠȖ ȓǐȖȠǶȝ ǅΞ �ǣƷǴȝƷॶ ǐȝॽ

ƷǶःॽ

=ǐǻǻƷ ँॽःॽअॽ =ǯȼ ܭ Ǥǯ ǖ ȓ−ǥȿȼ ǥȡȕȡȲȅțǼ ȡǻ ǖ ǼȲǖȮȂ %ࣗ bȂǯȲǯ ǯͣȅȵȼȵ ǖ ȿțȅȱȿǯ ǥȡȕȡȲ ǥ ȵȿǥȂ ȼȂǖȼ

ǯ͝ǯȲͤ țǯȅǼȂǤȡȲ ȡǻ ܭ ȅț �ȓ(%) ȅȵ ȡǤȼǖȅțǯǫ ǻȲȡȚ ܭ Ǥͤ ȲǯǥȡȕȡȲȅțǼ ȵȡȚǯ ͝ǯȲȼǯͣ ȼȡ ǥȡȕȡȲ ǥࣗ

ऀࣿ



3
bƷȓǱƷǼ৚Ȗ ƷǶǝȂȓǦȝǣǻǻȂǌǦЖǐǌ

sǐ ǜȂȓǻǐǌ Ʒ ǆȂǼǱǐǆȝȠȓǐ ΘǣȂȖǐ ǌǐȝƷǦǶȖ ΘǦǶǶ ǅǐ ǌǦȖǆȠȖȖǐǌ ǦǼ ȝǣǐ ǼǐΝȝ ǆǣƷȏȝǐȓॽ /Ǽ ȝǣǐ ȏȓȂǆǐȖȖ

Ȃǜ ȝȓΞǦǼǝ ȝȂ ǌǦȖȏȓȂΗǐ ȝǣǐ ǆȂǼǱǐǆȝȠȓǐॶ Θǐ ǌǐΗǐǶȂȏǐǌ Ʒ ȏȓȂǝȓƷǻ ȝȂ ƷǦǌ ǦǼ ȂȠȓ ȖǐƷȓǆǣॶ ǌȠǐ ȝȂ

ȝǣǐ ǶƷȓǝǐ ǼȠǻǅǐȓ Ȃǜ ȏȓȂȏǐȓ ǆȂǶȂȓǦǼǝȖ Ȃǜ Ʒ ǅƷȖǐ ǝȓƷȏǣॽ

bǣǐȓǐ Θǐȓǐ ँ ǻƷǦǼ ȝƷȖǴȖ ȝǣǦȖ ȏȓȂǝȓƷǻ Ǽǐǐǌǐǌ ȝȂ ƷǆǣǦǐΗǐॽ bǣǐ ЖȓȖȝ Ȗȝǐȏ ΘƷȖ ȝȂ ǝǐǼǐȓৄ

Ʒȝǐ ȝǣǐ ǆȂǶȂȓǦǼǝ ǝȓƷȏǣ%ȓ(%) ǝǦΗǐǼ Ʒ ǅƷȖǐ ǝȓƷȏǣ% ƷǼǌ ǼȠǻǅǐȓ Ȃǜ ǆȂǶȂȓȖ ȓॽ sǐ ƷȏȏǶΞ ȝǣǐ

ऀऀ



ǅƷǆǴȝȓƷǆǴ ƷȏȏȓȂƷǆǣ ȝȂ ǆȂǻȏǶǐȝǐ ȝǣǐ ЖȓȖȝ ȝƷȖǴॽ sǐ ǝǐǼǐȓƷȝǐ ƷǶǶ ȏȂȖȖǦǅǶǐ ǆȂǶȂȓǦǼǝȖ ǝǦΗǐǼ Ʒ

ǅƷȖǐ ǝȓƷȏǣ ȠȖǦǼǝ ǅƷǆǴȝȓƷǆǴǦǼǝ ȖǐƷȓǆǣॶ ƷǼǌ ǜȂȓǻ ȝǣǐ ǆȂǶȂȓǦǼǝ ǝȓƷȏǣ �ȓ(%) ƷȖ ǐƷǆǣ ǼǐΘ

ȏȓȂȏǐȓ ǆȂǶȂȓǦǼǝ ǦȖ ǌǦȖǆȂΗǐȓǐǌॽ bǣǐ ȖǐǆȂǼǌ Ȗȝǐȏ ΘƷȖ ȝȂ ȂȠȝȏȠȝ ȝǣǐ ǆȂǼǼǐǆȝǦΗǦȝΞ Ȃǜ ȝǣǐ ǆȂǶৄ

ȂȓǦǼǝ ǝȓƷȏǣॽ sǐ ǦǻȏǶǐǻǐǼȝǐǌ bƷȓǱƷǼ৚Ȗ ƷǶǝȂȓǦȝǣǻ ȝȂ ƷǆǣǦǐΗǐ ȝǣǦȖ ȝƷȖǴॽ �ǜȝǐȓ ȝǣǐ ǆȂǶȂȓৄ

ǦǼǝ ǝȓƷȏǣ �ȓ(%) ǦȖ ǝǐǼǐȓƷȝǐǌॶ Θǐ ǜǐǐǌ �ȓ(%) ȝȂ bƷȓǱƷǼ৚Ȗ ƷǶǝȂȓǦȝǣǻॽ /ǜ bƷȓǱƷǼ৚Ȗ ȝǐȓǻǦǼƷȝǐȖ

ǅǐǜȂȓǐ ƷǶǶ ȝǣǐ ΗǐȓȝǦǆǐȖ Ʒȓǐ ΗǦȖǦȝǐǌॶ �ȓ(%) ǦȖ ȝǣǐǼ ǌǦȖǆȂǼǼǐǆȝǐǌॽ HǼ ȝǣǐ Ȃȝǣǐȓ ǣƷǼǌॶ Ǧǜ ȝǣǐ

ǝȓƷȏǣ ǦȖ ǆȂǼǼǐǆȝǐǌॶ ƷǼǌ bƷȓǱƷǼ৚Ȗ ЖǼǌȖ Ʒ Ȗǐȝ Ȃǜ ǆȠȝৄΗǐȓȝǦǆǐȖॶ �ȓ(%) ǦȖ ȝǣǐǼ ǆȂǼǼǐǆȝǐǌ ǅȠȝ ǼȂȝ

ࣣ−ǆȂǼǼǐǆȝǐǌॽ /Ǽ ȝǣǦȖ ǆƷȖǐॶ ȂȠȓ ƷǶǝȂȓǦȝǣǻ ȂȠȝȏȠȝȖ ȝǣǐ ȖǦΣǐ Ȃǜ ȝǣǐ ǆȠȝৄΗǐȓȝǦǆǐȖঃ Ǧǜ bƷȓǱƷǼ৚Ȗ

ЖǼǌȖ ǼȂ ǆȠȝৄΗǐȓȝǐΝॶ �ȓ(%) ǦȖ ȝǣǐǼ ࣣ−ǆȂǼǼǐǆȝǐǌॽ CȂΘ Θǐ ΘǦǶǶ ǝǦΗǐ Ʒ ǻȂȓǐ ǌǐȝƷǦǶǐǌ ǌǐȖǆȓǦȏৄ

ȝǦȂǼ Ȃǜ bƷȓǱƷǼ৚Ȗ ƷǶǝȂȓǦȝǣǻॽ

�ǶǝȂȓǦȝǣǻ ऀ ȝƷȓǱƷǼ,ǐǶȏǐȓ
/ǼȏȠȝॵ %ȓƷȏǣ%
HȠȝȏȠȝॵ =ǦȖȝ ǥȿȼqǯȲȼȅǥǯȵ
ऀॵ �ǐǆǶƷȓǐ ǥȿȼqǯȲȼȅǥǯȵ← ∅ॶ
ँॵ ǜȂȓ ƷǶǶqǐȓȝǐΝ ͝ : %.͝ǯȲȼǯͣ=ȅȵȼ ǌȂ
ंॵ ȲȡȡȼCȿȚHǻ�ȂȅȕǫȲǯț← ࣡
ःॵ ǥȿȲȲbȅȚǯ← ࣡
ऄॵ Ǧǜ ¬͝.isVisited ȝǣǐǼ
अॵ ͝.isRoot = ȼȲȿǯ
आॵ ǥȿȲȲbȅȚǯ = ࣡
इॵ tarjan(%, ͝, ǥȿȼqǯȲȼȅǥǯȵ)
ईॵ Ǧǜ ȲȡȡȼCȿȚHǻ�ȂȅȕǫȲǯț ≥ ࣣ ȝǣǐǼ
ऀࣿॵ ǥȿȼqǯȲȼȅǥǯȵ.add(͝)
ऀऀॵ ȓǐȝȠȓǼ ǥȿȼqǯȲȼȅǥǯȵ

ऀँ



�ǶǝȂȓǦȝǣǻ ँ ȝƷȓǱƷǼ
/ǼȏȠȝॵ %ȓƷȏǣ%ॶ qǐȓȝǐΝ ͝ॶ =ǦȖȝ ǥȿȼqǯȲȼȅǥǯȵ
ऀॵ ͝.visitedTime = ǥȿȲȲbȅȚǯॶ ͝.lowTime = ǥȿȲȲbȅȚǯ
ँॵ ǥȿȲȲbȅȚǯ++
ंॵ ͝.visited = ȼȲȿǯ
ःॵ ǜȂȓ ƷǶǶqǐȓȝǐΝ ȿ : ͝.neighbors ǌȂ
ऄॵ Ǧǜ ȿ ̸= ͝.parent ȝǣǐǼ
अॵ Ǧǜ ¬ȿ.visited ȝǣǐǼ
आॵ Ǧǜ ͝.isRoot ȝǣǐǼ
इॵ ȲȡȡȼCȿȚHǻ�ȂȅȕǫȲǯț++
ईॵ ȿ.parent = ͝
ऀࣿॵ tarjan(%, ȿ, ǥȿȼqǯȲȼȅǥǯȵ)
ऀऀॵ ǐǶȖǐ
ऀँॵ Ǧǜ ͝.visitedTime ≤ ȿ.lowTime ∩ ¬͝.isRoot ȝǣǐǼ
ऀंॵ ǥȿȼqǯȲȼȅǥǯȵ.add(͝)
ऀःॵ ͝.lowTime = Math.min(ȿ.lowTime, ͝.visitedTime)

bǣǐ ƷǶǝȂȓǦȝǣǻ ȝƷǴǐȖ ƷǼ ȠǼǌǦȓǐǆȝǐǌ ǝȓƷȏǣ% ƷȖ ǦǼȏȠȝॽ �Ʒǆǣ ΗǐȓȝǐΝ ͝ ǦǼ ȝǣǐ ǝȓƷȏǣ ǣƷȖ ȝǣǐ

ǜȂǶǶȂΘǦǼǝ ǐΝȝȓƷ ЖǐǶǌȖॵ ΗǦȖǦȝǐǌbǦǻǐॶ ǶȂΘbǦǻǐॶ ȏƷȓǐǼȝॶ ΗǦȖǦȝǐǌॽ bǣǐ ƷǶǝȂȓǦȝǣǻ ƷǶȖȂ ǣƷȖ

ǝǶȂǅƷǶ ΗƷȓǦƷǅǶǐȖॵ ǆȠȓȓbǦǻǐॶ ƷǼǌ ȓȂȂȝCȠǻHǜ�ǣǦǶǌȓǐǼॽ

ॴ ǝǶȂǅƷǶ ΗƷȓǦƷǅǶǐȖॵ

ূ ǆȠȓȓbǦǻǐॵ ǝǐȝȖ ȠȏǌƷȝǐǌ ǐΗǐȓΞ ȝǦǻǐ Ʒ ΗǐȓȝǐΝ ǦȖ ΗǦȖǦȝǐǌ

ূ ȓȂȂȝCȠǻHǜ�ǣǦǶǌȓǐǼॵ ǴǐǐȏȖ ȝȓƷǆǴ Ȃǜ ǣȂΘǻƷǼΞ ǆǣǦǶǌȓǐǼ ǝǐȝ ǐΝȏǶȂȓǐǌ ǜȓȂǻ

ȓȂȂȝ ƷȖ ȏƷȓǐǼȝ

ॴ ǦǼȖȝƷǼǆǐ ΗƷȓǦƷǅǶǐȖ Ȃǜ qǐȓȝǐΝॵ

ূ ΗǦȖǦȝǐǌbǦǻǐॵ ǐȒȠƷǶȖ ȝǣǐ ǆȠȓȓbǦǻǐΘǣǐǼ ͝ ǝǐȝȖ ΗǦȖǦȝǐǌॽ

ূ ǶȂΘbǦǻǐॵ ǴǐǐȏȖ ȝȓƷǆǴ Ȃǜ ȝǣǐ ΗǦȖǦȝǐǌbǦǻǐ Ȃǜ ΗǐȓȝǐΝ ࣡͝ॶ Θǣǐȓǐ ࣡͝ ǣƷȖ ǻǦǼǦǼȠǻ

ΗǦȖǦȝǐǌbǦǻǐ ƷǻȂǼǝ ƷǶǶ ȝǣǐ ΗǐȓȝǦǆǐȖ ȓǐƷǆǣǐƷǅǶǐ ǜȓȂǻ ͝ ǌȠȓǦǼǝ ȝǣǐ ȖǐƷȓǆǣॽ

ऀं



ূ ȏƷȓǐǼȝॵ ȓǐǆȂȓǌȖ ȝǣǐ ΗǐȓȝǐΝ ȝǣȓȂȠǝǣ ΘǣǦǆǣ ͝ ǦȖ ΗǦȖǦȝǐǌॽ

ূ ΗǦȖǦȝǐǌॵ ȓǐǆȂȓǌȖ Θǣǐȝǣǐȓ ͝ ǦȖ ΗǦȖǦȝǐǌॽ

/Ǽ ȝǣǦȖ ƷǶǝȂȓǦȝǣǻॶ Θǐ ǣƷΗǐ ࣣ ǆȓǦȝǐȓǦƷ ǜȂȓ ǆǣǐǆǴǦǼǝ Θǣǐȝǣǐȓ Ʒ ΗǐȓȝǐΝ ǦȖ Ʒ ǆȠȝৄΗǐȓȝǐΝॵ ͝ ǦȖ Ʒ ǆȠȝ

ΗǐȓȝǐΝ Ǧǜ

ॴ ͝ ǦȖ Ʒ ȓȂȂȝॶ ƷǼǌ ȲȡȡȼCȿȚHǻ�ȂȅȕǫȲǯț ≥ ࣣ

ॴ ͝ ǦȖ ǼȂȝ Ʒ ȓȂȂȝॶ ƷǼǌ ͝.visitedTime ≤ ȿ.lowTimeॶ Θǣǐȓǐ ȿ ǦȖ Ʒ ǼȂǼৄȏƷȓǐǼȝ ǼǐǦǝǣৄ

ǅȂȓ Ȃǜ ͝

�ȖȖȠǻǐ ͝ ǦȖ Ʒ ȓȂȂȝ ΗǐȓȝǐΝॽ �ȖȖȠǻǐ ͝ ǦȖ ǦǼ Ȃȓ ƷǌǱƷǆǐǼȝ ȝȂ ț ࣣ−ǆȂǼǼǐǆȝǐǌ ǆȂǻȏȂǼǐǼȝȖ �ȅॶ

ƷǼǌ ∀�ȅ, ͝ ǦȖ ƷǌǱƷǆǐǼȝ ȝȂ Ʒ Ȗǐȝ Ȃǜeȅ = {ȿȅ ∈ � | (ȿȅ, ͝) ∈ �%} ΗǐȓȝǦǆǐȖॽ bǣǐǼ ƷǆǆȂȓǌǦǼǝ

ȝȂ ȝǣǐ ƷǶǝȂȓǦȝǣǻॶ ǜȂȓ ǐƷǆǣeȅॶ ȝǣǐȓǐ ȂǼǶΞ ǐΝǦȖȝȖ ȂǼǐ ȿ࣡ ∈ eȅॶ ȖȠǆǣ ȝǣƷȝ ȿ࣡.parent ǦȖ ͝ॶ ƷǼǌ

ƷǶǶ Ȃȝǣǐȓ ȿ′ ∈ eȅ Ʒȓǐ ǼȂȝ ΗǦȖǦȝǐǌ ǦǻǻǐǌǦƷȝǐǶΞ ǜȓȂǻ ͝ॽ [ǦǼǆǐ rootNumOfChildren ǝǐȝȖ

ǦǼǆȓǐǻǐǼȝǐǌ ǐΗǐȓΞ ȝǦǻǐ Ʒ ǼǐǦǝǣǅȂȓ ȿ ǦȖ ΗǦȖǦȝǐǌ ΘǦȝǣǦǼ ȝǣǐ ǆƷǶǶ ȂǼ ȝǣǐ ȓȂȂȝ ΗǐȓȝǐΝ ͝ॶ Θǐ ǣƷΗǐ

rootNumOfChildren = țॽ bǣȠȖॶ Ǧǜ ȲȡȡȼCȿȚHǻ�ȂȅȕǫȲǯț ≥ ࣣॶ ͝ ǆȂǼǼǐǆȝȖ ǻȂȓǐ ȝǣƷǼ ࣢

ࣣ−ǆȂǼǼǐǆȝǐǌ ǆȂǻȏȂǼǐǼȝȖॶ ƷǼǌ ȝǣȠȖ ǦȖ Ʒ ǆȠȝৄΗǐȓȝǐΝॽ

CȂȝǐ ΘǣƷȝ ǶǦǼǐ ࣢ࣥ ǦǼ tarjan ǌȂǐȖ ǦȖ ȝȂ ȠȏǌƷȝǐ ȝǣǐ lowTime Ȃǜ ǐƷǆǣ ΗǐȓȝǐΝ ͝ॶ ȖȠǆǣ ȝǣƷȝ

͝.lowTime ƷǶΘƷΞȖ ǴǐǐȏȖ ȝȓƷǆǴ Ȃǜ ȝǣǐ ǻǦǼǦǻȠǻ visitedTime Ȃǜ ȝǣǐ ΗǐȓȝǦǆǐȖ ǦǼ �ॶ Θǣǐȓǐ �

ǦȖ Ʒ ǆȠȓȓǐǼȝǶΞ ǅǐǦǼǝ ǐΝȏǶȂȓǐǌ ࣣ−ǆȂǼǼǐǆȝǐǌ ǆȂǻȏȂǼǐǼȝ ǆȂǼȝƷǦǼǦǼǝ ͝ॽ CȂΘ ƷȖȖȠǻǐ ͝ ǦȖ ǼȂȝ

Ʒ ȓȂȂȝ ΗǐȓȝǐΝॽ /ǜ ͝.visitedTime < ȿ.lowTime ঳͝.visitedTime ǦȖ ȖǻƷǶǶǐȓ ȝǣƷǼ ȝǣǐ ǻǦǼৄ

ǦǻȠǻ visitedTime ƷȖȖȂǆǦƷȝǐǌ ΘǦȝǣ ȝǣǐ ࣣ−ǆȂǼǼǐǆȝǐǌ ǆȂǻȏȂǼǐǼȝ ǆȂǼȝƷǦǼǦǼǝ ȿ঴ॶ ȿ ƷǼǌ ͝

Ʒȓǐ ǼȂȝ ǦǼ ȝǣǐ ȖƷǻǐ ࣣ−ǆȂǼǼǐǆȝǐǌ ǆȂǻȏȂǼǐǼȝॽ bǣȠȖॶ ͝ ǦȖ Ʒ ǆȠȝৄΗǐȓȝǐΝঃ Ǧǜ ͝.visitedTime =

ȿ.lowTime, ͝ॶ ȿ Ʒȓǐ ǦǼ ȝǣǐ ȖƷǻǐ ࣣ−ǆȂǼǼǐǆȝǐǌ ǆȂǻȏȂǼǐǼȝ �ॶ ƷǼǌ ͝ ǦȖ ΗǦȖǦȝǐǌ ǅǐǜȂȓǐ ƷǶǶ

Ȃȝǣǐȓ ΗǐȓȝǦǆǐȖ ǦǼ � Ʒȓǐ ΗǦȖǦȝǐǌॽ ,ȂΘǐΗǐȓॶ ȖǦǼǆǐ ͝ ǦȖ ǼȂȝ ȝǣǐ ȓȂȂȝ ΗǐȓȝǐΝॶ ȝǣǐȓǐ ǻȠȖȝ ǐΝǦȖȝȖ Ʒ

ऀः



ΗǐȓȝǐΝ ͞ॶ Ʒ ǼǐǦǝǣǅȂȓ Ȃǜ ͝ॶ ΗǦȖǦȝǐǌ ǅǐǜȂȓǐ ͝ॽ bǣȠȖ ͞.visitedTime < ͝.visitedTimeॶ ƷǼǌ

ǣǐǼǆǐ ͞ ̸∈ �ॽ bǣǐȓǐǜȂȓǐॶ ͝ ǦȖ Ʒ ǆȠȝৄΗǐȓȝǐΝॽ

/Ǽ ȝǣǐ ȏȓȂǆǐȖȖ Ȃǜ ǅȠǦǶǌǦǼǝ Ƞȏ ȂȠȓ ȏȓȂǝȓƷǻ ƷȖ ȏǶƷǼǼǐǌॶ Θǐ ǆƷǻǐ ƷǆȓȂȖȖ ȖǐΗǐȓƷǶ ȏȓȂǅǶǐǻȖॽ

bǣǐ ЖȓȖȝ ȏȓȂǅǶǐǻ ƷȓȂȖǐ ΘǣǐǼ ȝȓΞǦǼǝ ȝȂ ǝǐǼǐȓƷȝǐ ȝǣǐ ǆȂǶȂȓǦǼǝ ǝȓƷȏǣ �ȓ(%) Ȃǜ ȝǣǐ ǅƷȖǐ

ǝȓƷȏǣ%ॽ [ǦǼǆǐ ǐƷǆǣ ΗǐȓȝǐΝ Ȃǜ �ȓ(%) ঳�qǐȓȝǐΝ঴ ǦȖ Ʒ ǆȂǶȂȓǦǼǝ Ȃǜ%ॶ Θǐ ȖȝȂȓǐǌ ǐƷǆǣ ǆȂǶȂȓǐǌ

ǅƷȖǐ ǝȓƷȏǣ ƷȖ Ʒ ЖǐǶǌ ǦǼ ǐƷǆǣ �qǐȓȝǐΝॽ �ǌǌǦȝǦȂǼƷǶǶΞॶ Ʒ ǅƷȖǐ ǝȓƷȏǣ% ǆƷǼ ǣƷΗǐ Ʒ ǶȂȝ Ȃǜ ȏȓȂȏǐȓ

ǆȂǶȂȓǦǼǝȖॶ ǜȂȓǆǦǼǝ ȠȖ ȝȂ ȖȝȂȓǐ Ʒ ǶȂȝ Ȃǜ ǆȂǶȂȓǐǌ ǝȓƷȏǣ ȂǅǱǐǆȝȖॽ ,ǐǼǆǐॶ ΘǣǐǼ ȝȓΞǦǼǝ ȝȂ ȖȝȂȓǐ ȝȂȂ

ǻƷǼΞ �qǐȓȝǦǆǐȖॶ Θǐ ǜƷǆǐǌ HȠȝHǜBǐǻȂȓΞ�ȓȓȂȓॽ

bǣǐ ȖǐǆȂǼǌ ƷǼǌ ȝǣǦȓǌ ȏȓȂǅǶǐǻȖ ȂǆǆȠȓȓǐǌ ǌȠȓǦǼǝ bƷȓǱƷǼ৚Ȗ ƷǶǝȂȓǦȝǣǻॽ bƷȓǱƷǼ৚Ȗ ǆƷǻǐ ǼƷȝৄ

ȠȓƷǶǶΞ ƷȖ Ʒ ȓǐǆȠȓȖǦΗǐ ƷǶǝȂȓǦȝǣǻॽ �ǝƷǦǼ ǌȠǐ ȝȂ ȝǣǐ ǶƷȓǝǐ ǼȠǻǅǐȓ Ȃǜ �qǐȓȝǦǆǐȖॶ Θǐ ǣǦȝ ȓǐǆȠȓৄ

ȖǦΗǐ ǌǐȏȝǣ ǶǦǻǦȝ ǌȠȓǦǼǝ ȝǣǐ ǌǐȏȝǣৄЖȓȖȝ ȖǐƷȓǆǣॽ �ǼȂȝǣǐȓ ȏȓȂǅǶǐǻ ΘƷȖ ǐƷǆǣ �qǐȓȝǐΝ ȂǅǱǐǆȝ

ȖȝȂȓǐǌ Ʒ ǶǦȖȝ Ȃǜ �qǐȓȝǐΝ ǼǐǦǝǣǅȂȓȖॽ �Ƞǐ ȝȂ ȝǣǐ ǶƷȓǝǐ ǼȠǻǅǐȓ Ȃǜ �qǐȓȝǦǆǐȖ ƷǼǌ ȝǣǐ ǼȠǻǅǐȓ

Ȃǜ ǼǐǦǝǣǅȂȓǦǼǝ �qǐȓȝǦǆǐȖॶ ȝǣǐ ȖȏƷǆǐ Ǽǐǐǌǐǌ ΘƷȖ ȖȝǦǶǶ ǣȠǝǐॽ ,ǐǼǆǐ ƷǼȂȝǣǐȓ HȠȝHǜBǐǻȂȓΞৄ

�ȓȓȂȓ ȂǆǆȠȓȓǐǌॽ

sǐ ǻȂǌǦЖǐǌ ȝǣǐ ȂȓǦǝǦǼƷǶ ǆȂǌǐ ȝȂ ȖȂǶΗǐ ȝǣǐ ȏȓȂǅǶǐǻȖ ȂǼǐ ǅΞ ȂǼǐॽ

$Ȃȓ ȝǣǐ ЖȓȖȝ HȠȝHǜBǐǻȂȓΞ�ȓȓȂȓॶ ȖǦǼǆǐ ȖȝȂȓǦǼǝ Ʒ ǆȂǶȂȓǐǌ ǝȓƷȏǣ ȂǅǱǐǆȝ ǦǼ ǐƷǆǣ �qǐȓȝǐΝ

ȝȂȂǴ ǐΝǆǐȖȖǦΗǐ ǻǐǻȂȓΞॶ Θǐ ЖǝȠȓǐǌ ȂȠȝ Ʒ ǼǐΘ ΘƷΞ ȝȂ ȓǐȏȓǐȖǐǼȝ ǐƷǆǣ ǆȂǶȂȓǦǼǝॽ sǐ ǐƷǆǣ ǆȂǶৄ

Ȃȓǐǌ ǝȓƷȏǣ ȂǅǱǐǆȝ ΘǦȝǣ ƷǼ ǶȂǼǝ ȝΞȏǐ ǐǼǆȂǌǦǼǝॽ sǐ ȝȓǐƷȝǐǌ ȝǣǐ ǐǼǆȂǌǦǼǝ ƷȖ Ʒ ǼȠǻǅǐȓ ǦǼ ǅƷȖǐ

ȓॽ �Ʒǆǣ ΗǐȓȝǐΝ ǦǼ ȝǣǐ ǅƷȖǐ ǝȓƷȏǣ ǆȂȓȓǐȖȏȂǼǌȖ ΘǦȝǣ Ʒ ǌǦǝǦȝॶ ƷǼǌ ȝǣǐ ȓƷǼǝǐ Ȃǜ ΗƷǶȠǐ ǦǼ ǐƷǆǣ

ǌǦǝǦȝ ǦȖ {࣡, ࣢, · · · , ȓ − ࣢}ॽ bǣǦȖ ȓǐȏǶƷǆǐǻǐǼȝ ȖǦǝǼǦЖǆƷǼȝǶΞ ǆȠȝ Ȃǜ ȝǣǐ ǻǐǻȂȓΞ ȠȖƷǝǐॶ ȖȂ ȝǣǐ

ЖȓȖȝ ȏȓȂǅǶǐǻ ΘƷȖ ȖȂǶΗǐǌॽ

$Ȃȓ ȝǣǐ ȓǐǆȠȓȖǦΗǐ ǌǐȏȝǣ ǶǦǻǦȝ ȏȓȂǅǶǐǻॶ Θǐ Ǽǐǐǌǐǌ ȝȂ ǆǣƷǼǝǐ ȓǐǆȠȓȖǦȂǼ ȝȂ ǦȝǐȓƷȝǦȂǼॽ sǐ

ƷǆǣǦǐΗǐǌ ȝǣǦȖ ǆǣƷǼǝǐ ǅΞ ȠȖǦǼǝ Ʒ [ȝƷǆǴॽ

ऀऄ



bǣǐ ǶƷȖȝ HȠȝHǜBǐǻȂȓΞ�ȓȓȂȓ ȏǐȓȖǦȖȝǐǼȝǶΞ ȂǆǆȠȓȓǐǌ ǐΗǐǼ Ʒǜȝǐȓ Θǐ ǆǣƷǼǝǐǌ ȝǣǐ ȓǐȏȓǐȖǐǼৄ

ȝƷȝǦȂǼ Ȃǜ ȝǣǐ ǆȂǶȂȓǦǼǝ ǦǼ ǐƷǆǣ �qǐȓȝǐΝॽ /Ǽǌǐǐǌॶ ǐΗǐǼ ȝǣȂȠǝǣ ȝǣǐ ǻǐǻȂȓΞ Ȃǜ ȝǣǐ ǆȂǶȂȓǦǼǝ

ȓǐȏȓǐȖǐǼȝƷȝǦȂǼ ЖǐǶǌ ΘƷȖ ȓǐǌȠǆǐǌॶ ȝǣǐ ǼǐǦǝǣǅȂȓȖ ǶǦȖȝ ЖǐǶǌ ȖȝǦǶǶ ȝȂȂǴ Ʒ ǶƷȓǝǐ ȖȏƷǆǐॽ �ǐǆǦǌǦǼǝ Ǧȝ

ΘƷȖǼ৚ȝ ȓǐƷǶǶΞ ȏȂȖȖǦǅǶǐ ǜȂȓ ȠȖ ȝȂ ȓǐǌȠǆǐ ƷǼΞ Ȃȝǣǐȓ ǌƷȝƷ ЖǐǶǌȖ ǦǼ �qǐȓȝǐΝॶ Θǐ Ǽǐǐǌǐǌ ȝȂ ǆȠȝ ȂЍ

ȝǣǐ ǼǐǦǝǣǅȂȓ ǶǦȖȝॽ ,ȂΘǐΗǐȓॶ ǐƷǆǣ �qǐȓȝǐΝ ȖȝǦǶǶ Ǽǐǐǌǐǌ ȝȂ ǣƷΗǐ ǴǼȂΘǶǐǌǝǐ ƷǅȂȠȝ ǦȝȖ ǼǐǦǝǣৄ

ǅȂȓȖॽ HȠȓ ȖȂǶȠȝǦȂǼ ΘƷȖ ȝȂ ǝǐǼǐȓƷȝǐ ǼǐǦǝǣǅȂȓȖ Ȃǜ ǐƷǆǣ �qǐȓȝǐΝ ǦǼ ȓǐƷǶৄȝǦǻǐॽ /Ǽ ȓǐƷǶৄȝǦǻǐ Θǐॶ

ǅƷȖǐǌ ȂǼ ȝǣǐ ǐǼǆȂǌǦǼǝ Ȃǜ ȝǣǐ �qǐȓȝǐΝ ǦȝȖǐǶǜॶ ǝǐǼǐȓƷȝǐǌ ȝǣǐ ǐǼǆȂǌǦǼǝ Ȃǜ ǦȝȖ ǼǐǦǝǣǅȂȓȖॽ [ǦǼǆǐ

Θǐ Ǽǐǐǌǐǌ ȝȂ ǴǼȂΘ ΘǣǐǼ ƷǶǶ ǼǐǦǝǣǅȂȓȖ Ȃǜ Ʒ �qǐȓȝǐΝ Θǐȓǐ ǐΝȏǶȂȓǐǌॶ Θǐ ǦǼǆǶȠǌǐǌ Ʒ ǼǐǦǝǣǅȂȓৄ

bȓƷǆǴ ЖǐǶǌ ȝȂ ǐƷǆǣ �qǐȓȝǐΝॽ �Ʒǆǣ ȝǦǻǐ ȝǣǐ ǐǼǆȂǌǦǼǝ Ȃǜ Ʒ ȏȂȝǐǼȝǦƷǶ ǼǐǦǝǣǅȂȓ ΘƷȖ ǝǐǼǐȓƷȝǐǌॶ

Θǐ ǦǼǆȓǐǻǐǼȝ ȝǣǐ ǼǐǦǝǣǅȂȓbȓƷǆǴॽ sǐ ȖȝȂȏȏǐǌ ΘǣǐǼ ǼǐǦǝǣǅȂȓbȓƷǆǴ ȓǐƷǆǣǐȖ ȝǣǐ ǻƷΝǦǻȠǻ

ǼȠǻǅǐȓ Ȃǜ ȏȂȝǐǼȝǦƷǶ ǼǐǦǝǣǅȂȓȖ ȂǼǐ �qǐȓȝǐΝ ǆȂȠǶǌ ǣƷΗǐ঳(ȓ − ࣢)|q%|঴ॽ �Ξ ȝǣǐ ƷǅȂΗǐ ǻȂǌǦЖৄ

ǆƷȝǦȂǼॶ ȂȠȓ ǶƷȖȝ ȏȓȂǅǶǐǻ ΘƷȖ ȖȂǶΗǐǌॽ

ऀअ



4
/ǼǦȝƷǶ ȓǐȖȠǶȝॵ Ʒ ǆȂȠǼȝǐȓǐΝƷǻȏǶǐ

HȠȓ ǦǼǦȝǦƷǶ ǆȂǼǱǐǆȝȠȓǐ ःॽऀ ΘƷȖ ǦǼȖȏǦȓǐǌ ǅΞ Ʒ ȏȓǐΗǦȂȠȖ ǴǼȂΘǼ ȓǐȖȠǶȝ ƷǅȂȠȝ ȝǣǐ ǆȂǼǼǐǆȝǦΗৄ

ǦȝΞ Ȃǜ ǆȂǶȂȓǦǼǝ ǝȓƷȏǣॶ ΘǣǦǆǣ ȓǐǶƷȝǐȖ ȝȂ ȝǣǐ ǌǐǝǐǼǐȓƷǆΞ ǼȠǻǅǐȓ Ȃǜ Ʒ ǝȓƷȏǣॽ bǣǐ ǌǐǝǐǼǐȓƷǆΞ

ǼȠǻǅǐȓ Ȃǜ Ʒ ǝȓƷȏǣ% ǦȖ ȝǣǐ ȖǻƷǶǶǐȖȝ ǼȠǻǅǐȓ ȓॶ ȖȠǆǣ ȝǣƷȝ ǜȂȓ ǐƷǆǣ ȖȠǅǝȓƷȏǣ, Ȃǜ%ॶ ƷǶǶ Ηǐȓৄ

ȝǦǆǐȖ Ȃǜ, ǣƷΗǐ Ʒȝ ǻȂȖȝ ǌǐǝȓǐǐ ȓॽ bǣǐ ȏȓǐΗǦȂȠȖ ȓǐȖȠǶȝȖ ȖȝƷȝǐȖॵ ǜȂȓ Ʒ ǅƷȖǐ ǝȓƷȏǣ%ΘǦȝǣ ǌǐǝǐǼৄ

ǐȓƷǆΞ ǼȠǻǅǐȓ ǫॶ ȝǣǐ ǆȂȓȓǐȖȏȂǼǌǦǼǝ ǆȂǶȂȓǦǼǝ ǝȓƷȏǣ �ȓ(%) ǦȖ ǆȂǼǼǐǆȝǐǌ ΘǣǐǼ ȓ ≥ ǫ + ࣣॶ

ऀआ



ƷǼǌ ࣣ−ǆȂǼǼǐǆȝǐǌ ΘǣǐǼ ȓ ≥ ǫ+ ࣤःॽ /ǼȖȏǦȓǐǌ ǅΞ ȝǣǦȖ ȓǐȖȠǶȝॶ Θǐ ǆƷǻǐ Ƞȏ ΘǦȝǣ ȝǣǐ ǜȂǶǶȂΘǦǼǝ

ǆȂǼǱǐǆȝȠȓǐॵ

�ȂǼǱǐǆȝȠȓǐ ःॽऀॽ %ǦΗǐǼ Ʒ ǅƷȖǐ ǝȓƷȏǣ% ƷǼǌ Ʒ ǼȠǻǅǐȓ Ȃǜ ǆȂǶȂȓȖ ȅॶ Ǧǜ ∀ȓ ≥ ȅॶ ȝǣǐ ǆȂǶȂȓǦǼǝ

ǝȓƷȏǣ �ȓ(%) ǦȖ ǆȂǼǼǐǆȝǐǌॶ ȝǣǐǼ ∀ȓ ≥ ȅ+ ࣢,�ȓ(%) ǦȖ ँৄǆȂǼǼǐǆȝǐǌॽ

HȠȓ ȏǶƷǼ ΘƷȖ ȝȂ ЖȓȖȝ ǶȂȂǴ ǜȂȓ ǆȂȠǼȝǐȓǐΝƷǻȏǶǐȖ ƷǝƷǦǼȖȝ ȂȠȓ ǆȂǼǱǐǆȝȠȓǐॶ ƷǼǌॶ Ǧǜ Θǐ ǜƷǦǶǐǌ

ȝȂ ЖǼǌ ƷǼΞॶ ȝǣǐǼ ǆȂǼȝǦǼȠǐ ȝȂ ȏȓȂΗǐ ȝǣǐ ǆȂǼǱǐǆȝȠȓǐॽ sǦȝǣ ȂȠȓ ȏȓȂǝȓƷǻॶ Θǐ Ʒȓǐ ƷǅǶǐ ȝȂ ǦǼৄ

ȏȠȝ ƷǼΞ ǝǦΗǐǼ ǅƷȖǐ ǝȓƷȏǣ ΘǦȝǣ ȓǐƷȖȂǼƷǅǶǐ ȖǦΣǐ ƷǼǌ ǼȠǻǅǐȓ Ȃǜ ǆȂǶȂȓȖ ȝȂ ȝǣǐ ȏȓȂǝȓƷǻॶ ƷǼǌ

ǆȂǻȏȠȝǐ Θǣǐȝǣǐȓ ȝǣǐ ǆȂǶȂȓǦǼǝ ǝȓƷȏǣ ǦȖ ࣣ−ǆȂǼǼǐǆȝǐǌॽ bȂ ǻƷǴǐ ȝǣǦȖ ȖǐƷȓǆǣǦǼǝ ȏȓȂǆǐȖȖ ǻȂȓǐ

ǐАǆǦǐǼȝǶΞॶ Θǐ ǌǐǆǦǌǐǌ ȝȂ ǝǐǼǐȓƷȝǐ ȓƷǼǌȂǻ ǝȓƷȏǣȖ ƷȖ ǦǼȏȠȝ ȝȂ ȂȠȓ ȏȓȂǝȓƷǻॶ ƷǼǌ ȂȠȝȏȠȝ ȝǣǐ

ǝȓƷȏǣȖ ΘǣȂȖǐ ǆȂǶȂȓǦǼǝ ǝȓƷȏǣ ǣƷǌ ǆȠȝৄΗǐȓȝǦǆǐȖ ΘǦȝǣ ȓ = ࣥॽ

%ǦΗǐǼ Ʒ ЖΝǐǌ ǼȠǻǅǐȓ Ȃǜ ΗǐȓȝǦǆǐȖॶ ȂǼǐ ƷȏȏȓȂƷǆǣ ȝȂ ǝǐǼǐȓƷȝǐ ȓƷǼǌȂǻ ǝȓƷȏǣȖ ΘƷȖ ȝȂ ȓƷǼৄ

ǌȂǻǶΞ ǝǐǼǐȓƷȝǐ ǐǌǝǐȖ ǅǐȝΘǐǐǼ ƷǶǶ ȏƷǦȓȖ Ȃǜ ΗǐȓȝǦǆǐȖ ΘǦȝǣ Ʒ ȏȓȂǅƷǅǦǶǦȝΞ Ȯॽ ,ȂΘǐΗǐȓॶ ǆȂǼȖǦǌৄ

ǐȓǦǼǝ ȝǣǐ ȖȝȓǦǆȝ ȖȝȓȠǆȝȠȓƷǶ ǼƷȝȠȓǐ Ȃǜ ǝȓƷȏǣȖ ΘǦȝǣ ǆȠȝৄǆȂǶȂȓǦǼǝȖॶ ȖȠǆǣ ƷǼ ƷȏȏȓȂƷǆǣ ǣƷǌ Ʒ ǶȂΘ

ǆǣƷǼǆǐ Ȃǜ ЖǼǌǦǼǝ Ʒ ǌǐȖǦȓƷǅǶǐ ǅƷȖǐ ǝȓƷȏǣॽ bǣǐȓǐǜȂȓǐॶ Θǐ ǆǣȂȂȖǐ ƷǼȂȝǣǐȓ ƷȏȏȓȂƷǆǣॽ %ǦΗǐǼ Ʒ

ЖΝǐǌ ǼȠǻǅǐȓ Ȃǜ ΗǐȓȝǦǆǐȖ țॶ

ॴ ǦǼǦȝǦƷǶǦΣǐ ƷǼ ǐǻȏȝΞ ǝȓƷȏǣ%ΘǦȝǣ ț ΗǐȓȝǦǆǐȖ

ॴ ǝǐǼǐȓƷȝǐ ƷǶǶ ȏȂȖȖǦǅǶǐ
(ț
ࣣ

)
ǐǌǝǐȖॶ ƷǼǌ ȖǣȠГǐ ȝǣǐ ǐǌǝǐȖ ȝȂ ǝǐȝ Ʒ ȓƷǼǌȂǻǶΞ Ȃȓǌǐȓǐǌ ǐǌǝǐ

Ȗǐȝ [ǯ

ॴ ǜȂȓ ǐƷǆǣ ǯ ∈ [ॵ

ূ Ʒǌǌ ǯ ȝȂ%

ূ ǆȂǻȏȠȝǐ ǆȂǼǼǐǆȝǦΗǦȝΞ Ȃǜ �ࣥ(%)ॶ ƷǼǌ ȓǐǆȂȓǌ% Ǧǜ �ࣥ(%) ǣƷȖ ǆȠȝৄΗǐȓȝǦǆǐȖ

ऀइ



�ǜȝǐȓ ȂǼǐ ȝǦǻǐ Ȃǜ ȖȠǆǣ ȖǐƷȓǆǣǐȖ ȂǼ ț = ࣨ, · · · , ࣢࣢ॶ Θǐ ǜȂȠǼǌ ǦǼ ȝȂȝƷǶ ࣤ࣢ ǅƷȖǐ ǝȓƷȏǣȖ

ΘǣȂȖǐ ǆȂǶȂȓǦǼǝ ǝȓƷȏǣ ǣƷǌ ǆȠȝৄΗǐȓȝǦǆǐȖ ΘǦȝǣ ȓ = ࣥॽ ,ȂΘǐΗǐȓॶ ǼȂǼǐ Ȃǜ ȝǣǐ ǝȓƷȏǣȖ ǣƷǌ ǆȂǼৄ

Ǽǐǆȝǐǌ ǆȂǶȂȓǦǼǝ ǝȓƷȏǣ ΘǦȝǣ ȓ = ࣤॽ ,ȂΘǐΗǐȓॶ Θǐ Θǐȓǐ ƷǅǶǐ ȝȂ ǝǐȝ ǻȂȓǐ ǦǼȖǦǝǣȝȖ ƷǅȂȠȝ ȝǣǐ

ȖȝȓȠǆȝȠȓǐ Ȃǜ ȝǣǐȖǐ ǅƷȖǐ ǝȓƷȏǣȖ ΘǣȂȖǐ ǆȂǶȂȓǦǼǝ ǝȓƷȏǣ ǣƷǌ ǆȠȝৄΗǐȓȝǦǆǐȖॽ sǦȝǣ ȝǣǐ ǣǐǶȏ Ȃǜ ȖȠǆǣ

ǦǼȖǦǝǣȝȖॶ Θǐ ǆȓǐƷȝǐǌ Ʒ ǅƷȖǐ ǝȓƷȏǣ ΘǦȝǣ ȂȠȓ ȏȓȂǝȓƷǻǻǦǼǝ ȝȂȂǶ ǅΞ ǣƷǼǌॶ ȖǣȂΘǼ ǦǼ $ǦǝȠȓǐ

ःॽऀƷॶ ΘǣȂȖǐ ǆȂǶȂȓǦǼǝ ǝȓƷȏǣ ΘƷȖ ǆȂǼǼǐǆȝǐǌ ΘǦȝǣ ȓ = ࣤ ǆȂǶȂȓȖॽ

(a) Counterexample - cut-coloring of a base graph, k = 4

(b) Results from Tarjan’s Algorithm when k = 3, 4

Figure 4.1

�ǜȝǐȓ ǦǼȏȠȝȝǦǼǝ ȝǣǐ ǝȓƷȏǣ ǦǼ ःॽऀƷॶ Θǐ ǝȂȝ ȝǣǐ ȓǐȖȠǶȝȖ ǶǦȖȝǐǌ ǦǼ ःॽऀǅॽ HȠȓ ȓǐȖȠǶȝ ȖǣȂΘǐǌ

ΘǣǐǼ ȓ = ࣤॶ �ȓ(%) = �ࣤ(%) ǦȖ ǆȂǼǼǐǆȝǐǌॽ [ǦǼǆǐ ȝǣǐ ǌǐǝǐǼǐȓƷǆΞ ǼȠǻǅǐȓ ǫ Ȃǜ% ǦȖ ǫ =

ࣣॶ ǜȓȂǻ ȝǣǐ ȏȓǐǆǦȂȠȖ ȓǐȖȠǶȝअॶ Θǐ ǆȂȠǶǌ ǆȂǼǆǶȠǌǐ ∀ȓ ≥ ࣥॶ �ȓ(%) ǦȖ ǆȂǼǼǐǆȝǐǌॽ �ȂǻǅǦǼǝ

ȝǣǐ ƷǅȂΗǐ ȓǐȖȠǶȝȖॶ ∀ȓ ≥ ࣤॶ �ȓ(%) ǦȖ ǆȂǼǼǐǆȝǐǌॽ /ǜ ȂȠȓ ǆȂǼǱǐǆȝȠȓǐ ΘƷȖ ȝȓȠǐॶ �ȓ+࣢(%) =

�ࣥ(%)ǻȠȖȝ ǅǐ ࣣ−ǆȂǼǼǐǆȝǐǌॽ ,ȂΘǐΗǐȓॶ ƷȖ ȖǣȂΘǼ ǦǼ ȝǣǐ ȓǐȖȠǶȝ ःॽऀǅॶ �ࣥ(%) ǆȂǼȝƷǦǼȖ ःइ

ǆȠȝৄΗǐȓȝǦǆǐȖॶ ƷǼǌ ǣǐǼǆǐ ǦȖ ǼȂȝ ࣣ−ǆȂǼǼǐǆȝǐǌॽ bǣǐȓǐǜȂȓǐॶ ȂȠȓ ǆȂǼǱǐǆȝȠȓǐ ΘƷȖ ȏȓȂΗǐǼ ǜƷǶȖǐॽ

ऀई



5
$ȂȓǅǦǌǌǐǼ ȖȝȓȠǆȝȠȓǐȖ ǦǼ Ʒ ȏȂǶΞȏ

�ǻȂǼǝ ǆȂǶȂȓǦǼǝ ǝȓƷȏǣȖ Θǐ ǜȂȠǼǌ ȝǣƷȝ Ʒȓǐ ǼȂȝ ǅǦৄǆȂǼǼǐǆȝǐǌॶ Ǧȝ ȖǐǐǻȖ ȝǣǐ ȏȂǶΞȏȖ Ȃǜ ȝǣǐ ǆȂǶৄ

ȂȓǦǼǝ ǝȓƷȏǣȖ Ʒȓǐ ƷǶΘƷΞȖ ǅǦȏƷȓȝǦȝǐॽ /ǜ ȝǣƷȝ ǦȖ ȝȓȠǐॶ ȝǣǐȓǐ ǆƷǼǼȂȝ ǐΝǦȖȝ ƷǼΞ Ȃǌǌ ǆΞǆǶǐȖ ǦǼ Ʒ ȏȂǶΞȏॽ

/Ǽ ǜƷǆȝॶ Θǐ ǌǦǌ ȏȓȂΗǐ ȝǣǐ ǼȂǼৄǐΝǦȖȝǐǼǆǐ Ȃǜ ࣤ ƷǼǌ ࣦ−ǆΞǆǶǐȖ ȝǣƷȝ ǆȂǼȝƷǦǼȖ Ʒ ǆȠȝৄΗǐȓȝǐΝॽ

ँࣿ



UȓȂȏȂȖǦȝǦȂǼ ऄॽऀॽ /ț ǖ ǥȡțțǯǥȼǯǫ Ǥȿȼ țȡȼ Ǥȅठǥȡțțǯǥȼǯǫ ǼȲǖȮȂ࣐ ǖ ࣤ−ǥͤǥȕǯ ǥȡțȼǖȅțȅțǼ ǖ ǥȿȼठ

͝ǯȲȼǯͣ ǥǖțțȡȼ ǯͣȅȵȼࣗ

UȲȡȡǻࣗ =ǐȝ ܭ ǅǐ Ʒ ȓ−ǆȠȝ ǆȂǶȂȓǦǼǝ Ȃǜ Ʒ ǝȓƷȏǣ%ॽ [ȠȏȏȂȖǐ Ʒ ǆΞǆǶǐ ǆȂǼȝƷǦǼǦǼǝ ܭ ǐΝǦȖȝȖ ǦǼ ȝǣǐ

ȏȂǶΞȏॽ =ǐȝ ॶܮ ॶܯ ܮ ̸= ܯ ǅǐ ȝǣǐ Ȃȝǣǐȓ ȝΘȂ ǆȂǶȂȓǦǼǝȖ ǦǼ ȝǣǐ ࣤ−ǆΞǆǶǐॶ ƷǼǌ ȝǣǐȓǐ Ʒȓǐ ǐǌǝǐȖ ǅǐৄ

ȝΘǐǐǼ ,ܭ) ॶ(ܮ ,ܮ) ॶ(ܯ ƷǼǌ ,ܯ) ॽ(ܭ

=ǐȝ ͝ ∈ q% ǅǐ ȝǣǐ ΗǐȓȝǐΝ ȝǣƷȝ ǆǣƷǼǝǐȖ ǆȂǶȂȓ ǜȓȂǻ (%)ܭ ȝȂ ॶ(%)ܮ ƷǼǌ ͞ ∈ q% ǅǐ ȝǣǐ

ΗǐȓȝǐΝ ȝǣƷȝ ǆǣƷǼǝǐȖ ǆȂǶȂȓ ǜȓȂǻ (%)ܭ ȝȂ ॽ(%)ܯ [ǦǼǆǐ ܮ ̸= ॶܯ ͝ ̸= ͞ॽ

CȂȝǐ (͝)ܭ ̸= ,(͝)ܮ (͞)ܭ = ॶ(͞)ܮ ƷǼǌ (͝)ܭ = ,(͝)ܯ (͞)ܭ ̸= ॽ(͞)ܯ bǣǐȓǐǜȂȓǐ (͝)ܮ ̸=

,(͝)ܯ (͞)ܮ ̸= ॶ(͞)ܯ ƷǼǌ ȝǣȠȖ ܮ ƷǼǌ ܯ ǆƷǼǼȂȝ ǅǐ ǼǐǦǝǣǅȂȓȖॶ Θǣǐȓǐ Θǐ ȓǐƷǆǣ Ʒ ǆȂǼȝȓƷǌǦǆȝǦȂǼॽ

UȓȂȏȂȖǦȝǦȂǼ ऄॽँॽ /ț ǖ ǥȡțțǯǥȼǯǫ Ǥȿȼ țȡȼ Ǥȅठǥȡțțǯǥȼǯǫ ǼȲǖȮȂ࣐ ǖ ࣦ−ǥͤǥȕǯ ǥȡțȼǖȅțȅțǼ ǖ ǥȿȼठ

͝ǯȲȼǯͣ ǥǖțțȡȼ ǯͣȅȵȼࣗ

UȲȡȡǻࣗ [ȠȏȏȂȖǐ Ʒ ऄৄǆΞǆǶǐ ǐΝǦȖȝȖ ǦǼ ȝǣǐ ȏȂǶΞȏॽ

=ǐȝ �ȓ(%) ǅǐ ȝǣǐ ǆȂǶȂȓǦǼǝ ǝȓƷȏǣ Ȃǜ%ΘǦȝǣ ȓ ǆȂǶȂȓȖॽ =ǐȝ ܭ ǅǐ Ʒ ǆȠȝ ΗǐȓȝǐΝ ǦǼ �ȓ(%)ॶ ƷǼǌ

ȝǣǐ ऄৄǆΞǆǶǐ ǦȖ ǜȂȓǻǐǌ ǅΞ ܭ − −ܮ ܰ− ܱ− ܯ − ॶܭ ƷȖ ȖǣȂΘǼ ǦǼ $ǦǝȠȓǐ ऄॽऀॽ

=ǐȝ ȿ, ͝ॶ ȿ ̸= ͝ॶ ǅǐ ȝǣǐ ȝΘȂ ΗǐȓȝǦǆǐȖ ǦǼ% ȖȠǆǣ ȝǣƷȝ ȝǣǐ ȓǐǆȂǶȂȓǦǼǝ Ȃǜ ȿॶ ͝ ǜȂȓǻȖ ȝǣǐ ǐǌǝǐ

,ܭ) ॶ(ܮ ,ܭ) ॶ(ܯ ȓǐȖȏǐǆȝǦΗǐǶΞॶ ǦǼ �ȓ(%)ॽ [ǦǼǆǐ ܭ ǦȖ Ʒ ǆȠȝৄΗǐȓȝǐΝॶ ȝǣǐ ǆȂǶȂȓ ȿ ƷǼǌ ͝ ǆǣƷǼǝǐȖ ȝȂ ǦȖ

ȝǣǐ ȖƷǻǐ ǅΞ =ǐǻǻƷ ँॽःॽअॽ �ǐǼȂȝǐ ȝǣƷȝ ǆȂǶȂȓ ƷȖ ǥ∗ॽ

�ǐǼȂȝǐ ȝǣǐ ǆȂǶȂȓ Ȃǜ ȿ ƷȖ ǥȿ࣡ ॶ ȝǣǐ ǆȂǶȂȓ Ȃǜ ͝ ƷȖ ǥ࣡͝ ǦǼ ॽܭ sǐ ȝǣǐǼ ǣƷΗǐ (ȿ)ܮ = ǥ∗, (͝)ܮ = ǥ࣡͝ ॶ

ΘǣǦǶǐ (ȿ)ܯ = ǥȿ࣡ , (͝)ܯ = ǥ∗ॽ [ǦǼǆǐ ܮ ƷǼǌ ܯ Ʒȓǐ ࣤ ǐǌǝǐȖ ƷΘƷΞॶ ƷǼǌ ȝǣǐΞ ǣƷΗǐ ࣣ ΗǐȓȝǦǆǐȖॶ ȿ, ͝ॶ

ǦǼ% ǆȂǶȂȓǐǌ ǌǦЍǐȓǐǼȝǶΞॽ ,ǐǼǆǐॶ ࣣ ȂȠȝ Ȃǜ ȝǣǐ ࣤ ǐǌǝǐȖ ǻȠȖȝ ǆȂȓȓǐȖȏȂǼǌ ΘǦȝǣ ȝǣǐ ǆȂǶȂȓ ǆǣƷǼǝǐ

Ȃǜ ȿ, ͝ॽ bǣǐȓǐǜȂȓǐॶ Ǧȝ ǦȖ ǦǻȏȂȖȖǦǅǶǐ ǜȂȓ Ʒ ΗǐȓȝǐΝ Ȃȝǣǐȓ ȝǣƷǼ ȿ, ͝ ȝȂ ǆǣƷǼǝǐ ǆȂǶȂȓ ƷǶȂǼǝ ȝǣǐ ȏƷȝǣ
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ܮ − ܰ − ܱ − ॶܯ ȖǦǼǆǐ Ǧȝ ΘȂȠǶǌ ǣƷΗǐ ȝȂ ǆǣƷǼǝǐ ǅƷǆǴ ȝȂ ǦȝȖ ȂȓǦǝǦǼƷǶ ǆȂǶȂȓॶ ΘǣǦǆǣ ΘȂȠǶǌ ȝƷǴǐ ࣣ

ǐǌǝǐȖ ƷǼǌ ȓǐȖȠǶȝ ǦǼ Ʒȝ ǶǐƷȖȝ ࣥ > ࣤ ǐǌǝǐȖ ǅǐȝΘǐǐǼ ܯ ƷǼǌ ॽܮ

bǣȠȖॶ Ǧȝ ǻȠȖȝ ǅǐ ȂǼǐ Ȃǜ ȿ Ȃȓ ͝ ȝǣƷȝ ǆǣƷǼǝǐȖ ȝȂ ƷǼȂȝǣǐȓ ǆȂǶȂȓ ǌǦЍǐȓǐǼȝ ǜȓȂǻ ǥ∗ ƷǼǌ ǦȝȖ

ȂȓǦǝǦǼƷǶ ǆȂǶȂȓ ǦǼ ॽܭ sǦȝǣȂȠȝ ǶȂȖȖ Ȃǜ ǝǐǼǐȓƷǶǦȝΞॶ ȖƷΞ ȿ ǦȖ ȝǣǐ ΗǐȓȝǐΝ ȝǣƷȝ ǆǣƷǼǝǐȖ ǆȂǶȂȓ ȝΘǦǆǐॶ

ƷǼǌ ǌǐǼȂȝǐ ȝǣǐ ȖǐǆȂǼǌ ǆȂǶȂȓ Ǧȝ ǆǣƷǼǝǐȖ ȝȂ ƷȖ ǥȿ࣢ ̸= ǥ∗, ǥǖ࣡ ॽ bǣǐȓǐ ǆƷǼ ǅǐ ȝΘȂ ǆƷȖǐȖ ǜȂȓ ȝǣǦȖ

ȖǐǆȂǼǌ ǆȂǶȂȓ ǆǣƷǼǝǐ ȝȂ ȂǆǆȠȓॵ

ܭ

ܮ ܯ

ܰ ܱ

(ȿ)ܭ = ǥȿ࣡ ॶ (͝)ܭ = ǥ࣡͝

(ȿ)ܮ = ǥ∗ॶ (͝)ܮ = ǥ࣡͝ (ȿ)ܯ = ǥȿ࣡ ॶ (͝)ܯ = ǥ∗

Figure 5.1

ॴ �ƷȖǐ ऀॵ ȿ ǆǣƷǼǝǐȖ ǆȂǶȂȓ ǜȓȂǻ ܮ ȝȂ ܰॽ /Ǽ ȝǣǦȖ ǆƷȖǐॶ ܰ(ȿ) = ǥȿ࣢ ॶ ܰ(͝) = ǥ࣡͝ ॽ ܭ ƷǼǌ

ܰ ȖǣȂȠǶǌ ȝǣǐǼ ǅǐ ƷǌǱƷǆǐǼȝॶ ƷȖ ȝǣǐΞ Ʒȓǐ ǌǦЍǐȓǐǼȝ ȂǼǶΞ ǅΞ ȝǣǐ ǆȂǶȂȓ Ȃǜ ȿॽ bǣǦȖ ǦǻȏǶǦǐȖ

ȓǐǆȂǶȂȓǦǼǝ ȿ ǜȓȂǻ ǥȿ࣡ ȝȂ ǥȿ࣢ ΘȂȠǶǌ ȂǅȝƷǦǼ ܰ ǜȓȂǻ ॽܭ ,ȂΘǐΗǐȓॶ ȖǦǼǆǐ ܭ ǦȖ Ʒ ǆȠȝ ΗǐȓȝǐΝॶ

ƷǼǌ ǥ∗ ̸= ǥǖ࣢ ॶ ȝǣǦȖ ΗǦȂǶƷȝǐȖ =ǐǻǻƷ ँॽ ,ǐǼǆǐ ǆƷȖǐ ऀ ǦȖ ǼȂȝ ȏȂȖȖǦǅǶǐॽ
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ܭ

ܮ ܯ

ܰ ܱ

ܲ

(ǖ)ܭ = ǥȿ࣡ ॶ (͝)ܭ = ǥ࣡͝

(ȿ)ܮ = ǥ∗ॶ (͝)ܮ = ǥ࣡͝ (ȿ)ܯ = ǥȿ࣡ ॶ (͝)ܯ = ǥ∗

(ȿ)ܯ = ǥȿ࣢ ॶ (͝)ܯ = ǥ∗ܯ(ȿ) = ǥ∗ॶ (͝)ܯ = ǥ∗

(ȿ)ܯ = ǥȿ࣢ ॶ (͝)ܯ = ǥ࣡͝

Figure 5.2

ॴ �ƷȖǐ ँॵ ȿ ǌȂǐȖ ǼȂȝ ǆǣƷǼǝǐ ǆȂǶȂȓ ǜȓȂǻ ܮ ȝȂ ܰॶ ǅȠȝ ǌȂǐȖ ǆǣƷǼǝǐ ǆȂǶȂȓ ǜȓȂǻ ܰ ȝȂ ܱॽ

,ǐǼǆǐॶ ܱ(ȿ) = ǥȿ࣢ , ܱ(͝) = ǥ∗ॽ

CȂȝǐ ܮ ƷǼǌ ܱ ǣƷΗǐ ँ ΗǐȓȝǦǆǐȖ ǦǼ%ॶ ȿ, ͝ ǆȂǶȂȓǐǌ ǌǦЍǐȓǐǼȝǶΞॽ [ǦǼǆǐ ܮ ƷǼǌ ܱ Ʒȓǐ ࣣ ǐǌǝǐȖ

ƷΘƷΞॶ ǐƷǆǣ ǐǌǝǐ ǻȠȖȝ ǆȂȓȓǐȖȏȂǼǌ ȝǣǐ ǆȂǶȂȓ ǆǣƷǼǝǐ Ȃǜ ȿ, ͝ॽ �Ξ ȂȠȓ ǆƷȖǐ ƷȖȖȠǻȏȝǦȂǼॶ ȿ

ǌȂǐȖ ǼȂȝ ǆǣƷǼǝǐ ǆȂǶȂȓ ǜȓȂǻ ܮ ȝȂ ܰॶ ȖȂ ܰ(ȿ) = ǥ∗ॶ ܰ(͝) = ǥ∗ॽ [ǦǼǆǐ ȿ ƷǼǌ ͝ ǣƷΗǐ ȝǣǐ

ȖƷǻǐ ǆȂǶȂȓ ǣǐȓǐॶ ȝǣǐΞ ǆƷǼǼȂȝ ǅǐ ƷǌǱƷǆǐǼȝॽ

CȂȝǐ ܭ ƷǼǌ ܱ ǣƷΗǐ ǅȂȝǣ ȿ, ͝ ǆȂǶȂȓǐǌ ǌǦЍǐȓǐǼȝǶΞॽ �ǐǆƷȠȖǐ ȿ, ͝ Ʒȓǐ ǼȂȝ ǼǐǦǝǣǅȂȓȖॶ ǼȂȝǣৄ

ǦǼǝ ǜȂȓǅǦǌȖ ȠȖ ǜȓȂǻ ЖȓȖȝ ȓǐǆȂǶȂȓǦǼǝ ȿ ǜȓȂǻ ǥȿ࣡ ȝȂ ǥȿ࣢ ॶ ƷǼǌ ȝǣǐǼ ȓǐǆȂǶȂȓǦǼǝ ͝ ǜȓȂǻ ǥǤ࣡ ȝȂ

ǥ∗ ȝȂ ȂǅȝƷǦǼ ܱ ǜȓȂǻ ॽܭ ,ȂΘǐΗǐȓॶ ȖǦǼǆǐ ǥȿ࣢ ̸= ǥ∗ॶ ȝǣǦȖ ǦȖ Ʒ ΗǦȂǶƷȝǦȂǼ ȝȂ =ǐǻǻƷ ँॽःॽअॶ ȖȂ

ǆƷȖǐ ࣣ ǦȖ ǼȂȝ ȏȂȖȖǦǅǶǐ ƷȖ ΘǐǶǶॽ

[ǦǼǆǐ ǼǐǦȝǣǐȓ ǆƷȖǐȖ ǆƷǼ ǣƷȏȏǐǼॶ ȝǣǐ ǦǼǦȝǦƷǶ ƷȖȖȠǻȏȝǦȂǼ ǻȠȖȝ ǅǐ ǜƷǶȖǐॽ ,ǐǼǆǐ Θǐ৚Ηǐ ȏȓȂΗǐǌ

ǅΞ ǆȂǼȝȓƷǌǦǆȝǦȂǼ ȝǣƷȝ ࣦ−ǆΞǆǶǐ ȝǣƷȝ ǦǼǆǶȠǌǐȖ Ʒ ǆȠȝৄΗǐȓȝǐΝ ǆƷǼǼȂȝ ǐΝǦȖȝ ǦǼ ȝǣǐ ȏȂǶΞȏॽ
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6
$ȠȝȠȓǐ ǌǦȓǐǆȝǦȂǼȖ

�ƷȖǐǌ ȂǼ ȂȠȓ ȓǐȖȠǶȝȖॶ Θǐ ΘƷǼȝ ȝȂ ȏȂǦǼȝ ȝȂ ȖȂǻǐ ǜȠȝȠȓǐ ǌǦȓǐǆȝǦȂǼȖ ΘȂȓȝǣ ǐΝȏǶȂȓǦǼǝॽ

�ǶȝǣȂȠǝǣ ȂȠȓ ǆȂǼǱǐǆȝȠȓǐ ःॽऀ ΘƷȖ ȏȓȂΗǐǼ ǜƷǶȖǐॶ Θǐ ǣƷΗǐ ȝΘȂ ȓǐǶƷȝǐǌ ǆȂǼǱǐǆȝȠȓǐȖ ȝȂ ǐΝৄ

ȏǶȂȓǐॶ ȂǼǐ ǦȖ Ʒ ǻȂǌǦЖǐǌ ΗǐȓȖǦȂǼ Ȃǜ ःॽऀॶ ΘǣǦǶǐ ȝǣǐ Ȃȝǣǐȓ ȂǼǐ ȓǐǶƷȝǐȖ ȝȂ ȝǣǐ ȖȝȓȠǆȝȠȓǐ Ȃǜ ǅƷȖǐ

ǝȓƷȏǣȖॽ

HȠȓ ǆȂǼǱǐǆȝȠȓǐ ΘƷȖ ǌǦȖȏȓȂΗǐǼ ǅǐǆƷȠȖǐ ȝǣǐ ǆȂǶȂȓǦǼǝ ǝȓƷȏǣॶ ǆȂǼǼǐǆȝǐǌ ǜȂȓ ȓ ǼȠǻǅǐȓ Ȃǜ
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ǆȂǶȂȓȖॶ ǜƷǦǶǐǌ ȝȂ ǅǐ ࣣ−ǆȂǼǼǐǆȝǐǌ ΘǣǐǼ Θǐ ǦǼǆȓǐƷȖǐǌ ȝǣǐ ǼȠǻǅǐȓ Ȃǜ ǆȂǶȂȓȖ ǅΞ ࣢ ȝȂ ȠȖǐ ȓ + ࣢

ǆȂǶȂȓȖॽ �Ƞȝ ȝǣǐ ǆȂǼǱǐǆȝȠȓǐ ǻǦǝǣȝ ȖȝǦǶǶ ƷȏȏǶΞ ǜȂȓ ȓ + ȅ ǆȂǶȂȓȖॶ ȅ ≥ ࣣॽ /Ǽ Ȃȓǌǐȓ ΘȂȓǌȖॶ ȝǣǐ

ǜȂǶǶȂΘǦǼǝ ǻȂǌǦЖǐǌ ΗǐȓȖǦȂǼ Ȃǜ ȂȠȓ ȂȓǦǝǦǼƷǶ ǆȂǼǱǐǆȝȠȓǐ ȖȝǦǶǶ ƷΘƷǦȝȖ ȝȂ ǅǐ ȏȓȂΗǐǼ Ȃȓ ǌǦȖȏȓȂΗǐǼॵ

�ȂǼǱǐǆȝȠȓǐ अॽऀॽ %ǦΗǐǼ Ʒ ǅƷȖǐ ǝȓƷȏǣ%ॶ Ǧǜ �ȓ(%) ǦȖ ǆȂǼǼǐǆȝǐǌॶ �ȓ+ȅ(%) ǦȖ ࣣ−ǆȂǼǼǐǆȝǐǌ ǜȂȓ

ƷǶǶ ȅ ≥ ࣣॽ

HǼ ȝǣǐ Ȃȝǣǐȓ ǣƷǼǌॶ Ǧȝ ǦȖ ƷǶȖȂ ΘȂȓȝǣΘǣǦǶǐ ȝȂ ǆȂǼȖǦǌǐȓ ȝǣǐ ȖȝȓȠǆȝȠȓǐ Ȃǜ ȝǣǐ ǅƷȖǐ ǝȓƷȏǣॽ HȠȓ

ǆȂǼǱǐǆȝȠȓǐ ǌǦǌ ǜƷǦǶ ǦǼ ȝǣǐ ǆȂȠǼȝǐȓǐΝƷǻȏǶǐ Θǐ ǜȂȠǼǌॶ ǅȠȝ ȝǣǐȓǐ Ʒȓǐ ǅƷȖǐ ǝȓƷȏǣȖ Θǣǐȓǐ ȝǣǐ

ǆȂǼǱǐǆȝȠȓǐ ǣȂǶǌॽ sǐ Ʒȓǐ ǆȠȓǦȂȠȖ ȝȂ Ȗǐǐ Ǧǜ Θǐ ǆƷǼ ǦǌǐǼȝǦǜΞ ȖȠАǆǦǐǼȝ ǆȓǦȝǐȓǦƷ ȂǼ ȝǣǐ ǅƷȖǐ ǝȓƷȏǣ

ǜȂȓ ΘǣǦǆǣ ȂȠȓ ǆȂǼǱǐǆȝȠȓǐ ǌȂǐȖ ǣȂǶǌॶ ƷǼǌ ƷǶȖȂ ǆȓǦȝǐȓǦƷ ǜȂȓ ΘǣǦǆǣ Ǧȝ ǌȂǐȖǼ৚ȝ ǣȂǶǌॽ

bǣǐ ǼȂǼǐΝǦȖȝǐǼǆǐ ࣤ ƷǼǌ ࣦৄǆΞǆǶǐ ȏȓȂȂǜȖ ƷǶȖȂ ǝƷΗǐ ȠȖ ǼǐΘ ȏȂȝǐǼȝǦƷǶ ǌǦȓǐǆȝǦȂǼȖ ȝȂ ǐΝȏǶȂȓǐ

ȂǼॽ HǼǐ ǌǦȓǐǆȝǦȂǼ ǦȖ ȝȂ ȝȓΞ ȝȂ ǝǐǼǐȓƷȝǐ ȝǣǐ ȓǐȖȠǶȝȖ ȂǼ ȝǣǐ ǼȂǼৄǐΝǦȖȝǐǼǆǐ Ȃǜ ƷǶǶ Ȃǌǌ ǆΞǆǶǐȖ ǆȂǼৄ

ȝƷǦǼǦǼǝ Ʒ ǆȠȝ ΗǐȓȝǐΝ ǦǼ Ʒ ȏȂǶΞȏॽ /ǜ ȝǣƷȝ ǦȖ ƷǆǣǦǐΗǐǌॶ Θǐ ǻƷΞ ǐΗǐǼ ǜȠȓȝǣǐȓ ǝǐǼǐȓƷǶǦΣǐ ȝȂ ȝȓΞ ȝȂ

ȏȓȂΗǐ Θǣǐȝǣǐȓ Ʒ ȏȂǶΞȏ ǆƷǼǼȂȝ ǣƷΗǐ ƷǼΞ Ȃǌǌ ǆΞǆǶǐȖॶ ȓǐǝƷȓǌǶǐȖȖ Ȃǜ Θǣǐȝǣǐȓ ȝǣǐ ǆΞǆǶǐȖ ǆȂǼৄ

ȝƷǦǼ Ʒ ǆȠȝৄΗǐȓȝǐΝॽ [ǦǼǆǐ ȂȠȓ ࣤ− ƷǼǌ ࣦ−ǆΞǆǶǐ ȏȓȂȂǜȖ Ʒȓǐ ǻȂȝǦΗƷȝǐǌ ǅΞ ȝǣǐ ǣΞȏȂȝǣǐȖǦȖ ȝǣƷȝ ƷǶǶ

ȏȂǶΞȏȖ Ʒȓǐ ǅǦȏƷȓȝǦȝǐॶ Θǐ ǆƷǼ ƷǶȖȂ ǆȂǼȝǦǼȠǐ ȂǼ ȝǣǦȖ ǣΞȏȂȝǣǐȖǦȖ ƷǼǌ ȝȓΞ ȝȂ ȏȓȂΗǐ Ȃȓ ǌǦȖȏȓȂΗǐ Ǧȝॽ

ँऄ



XǐǜǐȓǐǼǆǐȖ

ফऀব �ǶΗƷȓƷǌȂॶ $ॽॶ �ȠȝȝȖॶ �ॽॶ $ƷȓȒȠǣƷȓॶ =ॽॶ ૫ XȠȖȖǐǶǶॶ ,ॽ Bॽ ঳ँࣿऀइ঴ॽ $ȂȓǅǦǌǌǐǼ ȖȠǅǝȓƷȏǣȖ
Ȃǜ ǆȂǶȂȓǦǼǝ ǝȓƷȏǣȖॽ /ț͝ȡȕ͝ǯॶ ऀऀ঳ँ঴ॶ ंऀऀূंँःॽ

ফँব �ȏȏǐǶॶ <ॽ ૫,ƷǴǐǼॶ sॽ ঳ऀईआआ঴ॽ �ΗǐȓΞ ȏǶƷǼƷȓ ǻƷȏ ǦȖ ǜȂȠȓ ǆȂǶȂȓƷǅǶǐॽ ȏƷȓȝ Ǧॵ �ǦȖǆǣƷȓǝৄ
ǦǼǝॽ /ȕȕȅțȡȅȵ :ࣗ BǖȼȂࣗॶ ँऀ঳ं঴ॶ ःँईূःईࣿॽ

ফंব �ǐǦǐȓॶ :ॽॶ $ǦǐȓȖȂǼॶ :ॽॶ ,ƷƷȖॶ Xॽॶ XȠȖȖǐǶǶॶ ,ॽ Bॽॶ ૫ [ǣƷΗȂॶ <ॽ ঳ँࣿऀअ঴ॽ �ǶƷȖȖǦǜΞǦǼǝ ǆȂǶȂȓৄ
ǦǼǝ ǝȓƷȏǣȖॽ �ȅȵǥȲǯȼǯ BǖȼȂࣗॶ ंंई঳इ঴ॶ ँऀࣿࣿূँऀऀँॽ

ফःব �ǣƷǴȝƷॶ Uॽॶ �ȠǆǴǼǐȓॶ �ॽ �ॽॶ $ƷȓȒȠǣƷȓॶ =ॽॶ <ƷǻƷȝॶ qॽॶ <ȓǐǣǅǦǐǶॶ [ॽॶ ૫ XȠȖȖǐǶǶॶ ,ॽ Bॽ
঳ँࣿऀई঴ॽ �ȠȝৄǆȂǶȂȓǦǼǝȖ ǦǼ ǆȂǶȂȓǦǼǝ ǝȓƷȏǣȖॽ %ȲǖȮȂࣗ �ȡȚǤࣗॶ ंऄ঳ऀ঴ॶ ँंईূँःइॽ

ফऄব �ȂȓȂǌǦǼॶ Hॽॶ /ΗƷǼȂΗƷॶ �ॽॶ BȂǼȝƷȖȖǦǐȓॶ Bॽॶ ૫ XƷȖȏƷȠǌॶ �ॽ ঳ँࣿऀऀ঴ॽ ঳ǴॶǱ঴ৄǆȂǶȂȓǦǼǝ Ȃǜ
ȖȏƷȓȖǐ ǝȓƷȏǣȖॽ �ȅȵǥȲǯȼǯ �ȮȮȕȅǯǫBǖȼȂǯȚǖȼȅǥȵॶ ऀऄई঳ऀआ঴ॶ ऀईःआ ূ ऀईऄंॽ

ফअব �ǐȓǐǆǐǌƷॶ =ॽॶ qƷǼ �ǐǼ ,ǐȠΗǐǶॶ :ॽॶ ૫ :ȂǣǼȖȂǼॶ Bॽ ঳ँࣿࣿइ঴ॽ �ȂǼǼǐǆȝǐǌǼǐȖȖ Ȃǜ ȝǣǐ
ǝȓƷȏǣ Ȃǜ ΗǐȓȝǐΝৄǆȂǶȂȠȓǦǼǝȖॽ �ȅȵǥȲǯȼǯ BǖȼȂࣗॶ ंࣿइ঳ऄূअ঴ॶ ईऀंূईऀईॽ

ফआব %ȠƷǶƷǼǌǦॶ [ॽ ૫BƷǶȠǆǐǶǶǦॶ $ॽ ঳ँࣿऀँ঴ॽ �ΝƷǆȝ ȖȂǶȠȝǦȂǼ Ȃǜ ǝȓƷȏǣ ǆȂǶȂȓǦǼǝ ȏȓȂǅǶǐǻȖ ΗǦƷ
ǆȂǼȖȝȓƷǦǼȝ ȏȓȂǝȓƷǻǻǦǼǝ ƷǼǌ ǆȂǶȠǻǼ ǝǐǼǐȓƷȝǦȂǼॽ /C$HXB[ :ȡȿȲțǖȕ ȡț �ȡȚȮȿȼठ
ȅțǼॶ ँः঳ऀ঴ॶ इऀূऀࣿࣿॽ

ফइব /ȝȂॶ bॽॶ �ǐǻƷǦǼǐॶ �ॽ �ॽॶ ,ƷȓΗǐΞॶ Cॽ :ॽॶ UƷȏƷǌǦǻǦȝȓǦȂȠॶ �ॽ ,ॽॶ [ǦǌǐȓǦॶ Bॽॶ eǐǣƷȓƷॶ Xॽॶ
૫ eǼȂॶ yॽ ঳ँࣿऀऀ঴ॽ HǼ ȝǣǐ ǆȂǻȏǶǐΝǦȝΞ Ȃǜ ȓǐǆȂǼЖǝȠȓƷȝǦȂǼ ȏȓȂǅǶǐǻȖॽ bȂǯȡȲǯȼȅǥǖȕ
�ȡȚȮȿȼǯȲ [ǥȅǯțǥǯॶ ःऀँ঳ऀँ঴ॶ ऀࣿऄः ূ ऀࣿअऄॽ

ফईব sƷǴƷǅƷΞƷȖǣǦॶ yॽ ঳ँࣿऀई঴ॽ [ȏǦǼ ǼǐȝΘȂȓǴȖॶ ǐǣȓǣƷȓȝ ȒȠƷȖǦȏȂǶΞǼȂǻǦƷǶȖॶ ƷǼǌ ǆȂǻǅǦǼƷৄ
ȝȂȓǦǆȖ Ȃǜ ǌȂȓǻƷǼȝ ǦǼǌǦǝǐǼȂȠȖ ǅȠǼǌǶǐȖॽ <ͤȡȼȡ :ࣗ BǖȼȂࣗॶ ऄई঳ं঴ॶ अःईূअइःॽ

ँअ


	Connectiveity and Structures of Coloring Graphs
	Recommended Citation

	Introduction
	Preliminaries
	Graph and Graph Coloring
	Connectivity and Cut-vertices
	Fundamentals of Coloring Graphs
	Structure of Coloring Graphs

	Tarjan's algorithm modified
	Inital result: a counterexample
	Forbidden structures in a polyp
	Future directions
	References



